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iAbstract
The interest for a closer look on the effects of interaction between soil, structure and filling
medium was risen in the recent years caused by damages on industrial buildings as a result
of earthquake excitations. Especially liquid filled tanks need a realistic description of the
interaction of the individual components. The proceeding increase of computer capacity
allows the modelling of the system soil-structure-liquid as a whole. After that an one-step
analysis can be carried out.
The concept of analysis is to divide the considered structure into sub-regions: the tank
region, the fluid region, and the soil region as a half-space, and to apply a numerical
method to solve the problem in an one-step calculation.
The soil region has been subdivided into tow sub-fields: the near field and the far field, the
near field is the domain around structure foundation, and may show nonlinear structural
behavior. It will be modelled by means of the finite element method. The far field is the
unbounded domain extended to the infinity, and is assumed to show linear structural
behavior. For modelling of unbounded soil domain (far field) it has been suggested to
apply either the boundary or the infinite element method. Then further information about
the effect of soil infinity on the structure can be achieved. Because of implementation
restrictions of another numerical method in the software system FEMAS of Bergische
University Wuppertal, which has been developed only for the finite element method, the
implementation of boundary element method has been succeeded only for static analysis.
In recent years the infinite element method (finite element for unbounded domains) has
been demonstrated as a very effective means for simulation the interaction problems with
unbounded domains. The combination of finite and infinite element method makes it
possible to carry out a non-linear analysis within the soil near field taking into account
the effect of soil infinity. Also it is possible to consider multi-layered half-space within the
near and the far field.
For modelling of structure the finite element method has been applied. In the software
system FEMAS there are many finite element codes for plate, shell and beam elements.
For modelling of fluid as a liquid there are two finite element formulations: displacement
formulation and pressure formulation. By displacement formulation the liquid will be
considered as an elastic body without shear strength. In this case it is not required to
model the structure-fluid coupling compared to the pressure formulation and the modal
analysis can be carried out easier.
In the present thesis a finite and an infinite soil element also a boundary element - as
alternative to infinite element - will be developed, which allows to consider the influence
of soil infinity on the static and dynamic response of structure. In addition a liquid finite
element will be developed for modelling of tank fill.
ii
Zusammenfassung:
Durch die in den letzten Jahren an Industriebauwerken aufgetretenen Scha¨den infolge
Erdbebeneinwirkung wurde das Interesse zur na¨heren Untersuchung der Interaktions-
effekte zwischen Boden, Bauwerk und Fu¨llmedium gesteigert. Insbesondere sind es mit
Flu¨ssigkeiten gefu¨llte Beha¨lterbauwerke, die eine realistische Beschreibung der Interak-
tion der einzelnen Komponenten beno¨tigen. Durch die fortschreitende Steigerung der Re-
chenkapazita¨t und durch den Einsatz einer Finite-Infinite-Elemente-Formulierung ist es
mo¨glich, das System Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit als Gesamtes zu diskretisieren und einer
Ein-Schrittanalyse zu zufu¨hren.
Das ganze System wird in drei Gebiete unterteilt: das Flu¨ssigkeitsgebiet, das Bauwerks-
gebiet und das Bodengebiet. Das Flu¨ssigkeitsgebiet wird mit Hilfe der Finite-Elemente-
Methode modelliert. Das Bauwerksgebiet wird durch die Finite-Elemente-Methode mo-
delliert. Das Bodengebiet wird als Halbraum in zwei Subbereiche unterteilt: Zum einen
in den Nahbereich, der durch die Finite-Elemente-Methode modelliert wird, zum anderen
in den Fernbereich, der entweder mit Hilfe der Infinite-Elemente- oder der Randelemente-
Methode modelliert wird.
Im Rahmen dieser Arbeit werden ein finites und ein infinites Bodenelement ebenso wie ein
Randelement - als Alternative zum infiniten Element - entwickelt, mit denen der Einfluss
der unendlichen Bodenausdehnung auf die Antwort des Systems bezu¨glich einer statischen
oder dynamischen Beanspruchung beru¨cksichtigt wird. Außerdem wird ein Flu¨ssigkeits-
element zur Modellierung der Beha¨lterfu¨llung entwickelt.
iii
Vorwort:
Die vorliegende Arbeit entstand wa¨hrend meines Aufenthalts als Stipendiat der arabischen
Republik A¨gypten in den Jahren 2000 bis 2004 am Lehr- und Forschungsgebiet Statik und
Dynamik der Tragwerke an der Abteilung Bauingenieurwesen der Bergischen Universita¨t
Wuppertal. Fu¨r die großzu¨gige finanzielle Unterstu¨tzung danke ich der a¨gyptischen Re-
gierung und der Amine-Abderrahim-Stiftung an der Abteilung Bauingenieurwesen der
Bergischen Universita¨t Wuppertal.
An dieser Stelle mo¨chte ich mich bei meinem sehr verehrten Doktorvater, Herrn Univ.-
Prof. Dr.-Ing. R. Harte, fu¨r die stete Fo¨rderung meiner Arbeit, die Bereitschaft zur wissen-
schaftlichen Diskussion, fu¨r wertvolle Hinweise und Ratschla¨ge ganz herzlich bedanken.
Ebenso danke ich Herrn Univ.-Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten und Herrn Univ.-Prof. Dr.-
Ing. M. Pulsfort fu¨r die wissenschaftliche Diskussion und die Hilfsbereitschaft bei meiner
Promotionsarbeit und fu¨r die Ubernahme des Korreferates.
Im Weiteren gilt mein Dank allen Mitarbeitern, die zum erfolgreichen Abschluss meiner
Arbeit bei getragen haben, Insbesondere mo¨chte ich bei Herrn Dipl.-Ing. V. Obermark,
Dr.-Ing. M. Andres und Dr.-Ing. R. Wo¨rmann fu¨r die umfassende Einarbeitung in das
Programmsystem FEMAS 2000, fu¨r den effektiven wissenschaftlichen Austausch und fu¨r
das Durchlesen des Manuskripts ganz herzlich bedanken. Ebenso danke ich Frau Dipl.-Ing.
K. Stopp, Frau B. Lepine und Frau R. Glabasnia und Herrn Dipl.-Ing Th. Mannsfeld fu¨r
die engagierte Unterstu¨tzung.
Nicht zuletzt mo¨chte ich mich ganz herzlich bei meiner Frau bedanken, ohne deren Hilfe
und Geduld der erfolgreiche Abschluss meiner Arbeit unmo¨glich gewesen wa¨re.
Wuppertal im November 2004
Essam Mahran
Tag der Einreichung: 12. Juni 2004
Tag der mu¨ndlichen Pru¨fung: 14. Oktober 2004
Gutachter: Univ.-Prof. Dr.-Ing. R. Harte
Univ.-Prof. Dr.-Ing. W. Zahlten
Univ.-Prof. Dr.-Ing. M. Pulsfort
Vorsitzender der Pru¨fungskommission: Univ.-Prof. Dr.-Ing. G. Pegels
Inhaltsverzeichnis
Symbolverzeichnis xiii
1 Einleitung 1
1.1 Problemstellung und Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Ziel der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 Gliederung der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
2 Stand der Forschung 4
2.1 Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-Interaktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Modellierung der Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-Interaktion . . . . . . . . . . 4
2.2.1 Modellierung der Flu¨ssigkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.2 Modellierung des Bauwerks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.3 Modellierung des Bodens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.3.1 Modellierung des Nahbereichs . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.3.2 Modellierung des Fernbereichs . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3 Grundlagen 8
3.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2 Seismische Beanspruchung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2.2 Komponenten des SSI-Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2.2.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2.2.2 Tra¨gheitswechselwirkung (Inertial Interaction) . . . . . . . 9
3.2.2.3 Kinematische Interaktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
3.2.3 Verfahren der dynamischen SSI-Analyse . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2.3.1 Das direkte Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2.3.2 Das Substrukturverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
iv
Inhaltsverzeichnis v
3.3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3.1 Koordinatensystem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3.1.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3.1.2 Basisvektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.3.1.3 Dehnungstensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.3.2 Kinetik des festen Ko¨rpers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3.2.1 Elasto-plastisches Werkstoffgesetz . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3.2.2 Gleichgewichtsbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.3.3 Kinetik des Fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.3.3.1 Massenerhaltungssatz, Kontinuita¨tsgleichung . . . . . . . 21
3.3.3.2 Konstitutive Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.3.3.3 Gleichgewichtsbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3.3.4 Navier-Stokes-Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.4 Bewegungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4 Finite-Elemente-Formulierung 27
4.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 Geometrische Beziehungen eines finiten Volumenelements mit 8 Knoten . . 27
4.3 Grundlagen der Finite-Elemente-Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3.1 Prinzip der virtuellen Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3.2 Inkrementelles Prinzip der virtuellen Verschiebung . . . . . . . . . . 31
4.3.3 Isoparametrische Finite-Elemente-Formulierung . . . . . . . . . . . 34
4.3.3.1 Lineare Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3.3.2 Nichtlineare Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4 Flu¨ssigkeit-Volumenelement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.4.1 Verschiebungs-Formulierung (Lagrange) . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.4.1.1 Geometrische Beziehungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.4.1.2 Herleitung der Finite-Elemente-Gleichung mit Hilfe des
Arbeitsprinzips . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.4.1.3 Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.4.1.4 Herleitung der Finite-Elemente-Gleichung mit Hilfe der
Methode der gewichteten Residuen (Galerkin-Verfahren) . 39
4.4.2 Druck-Formulierung (Euler) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.4.2.1 Geometrische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
vi Inhaltsverzeichnis
4.4.2.2 Herleitung der Finite-Elemente-Gleichung mit Hilfe der
Methode der gewichteten Residuen (Galerkin-Verfahren) . 41
4.4.2.3 Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.4.2.4 Kopplung Flu¨ssigkeit-Struktur . . . . . . . . . . . . . . . 42
4.5 Boden-Volumenelement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.5.1 Kinematische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.5.1.1 Lineare Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.5.1.2 Nichtlineare Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
4.5.2 Werkstoffmatrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.5.2.1 Elastische Werkstoffmatrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.5.2.2 Elasto-plastische Werkstoffmatrix . . . . . . . . . . . . . . 46
4.5.3 Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5.3.1 Lineare Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.5.3.2 Nichtlineare Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.6 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
5 Rand-Elemente-Formulierung 49
5.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.2 Randintegralgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
5.3 Numerische U¨bersetzung der Randintegralgleichung . . . . . . . . . . . . . 53
5.4 Bestimmung der Hauptdiagonale der H-Matrix . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.5 Ermittlung von Steifigkeitsmatrizen mit Hilfe der Randelementmethode . . 55
5.5.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
5.5.2 Steifigkeitsmatrix mit Hilfe des Energie-Prinzips . . . . . . . . . . . 56
5.6 3D Randelement mit 4 Knoten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.6.1 Geometrische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.6.2 Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
5.6.3 Aufbau der gesamten H-, G- und N-Matrizen . . . . . . . . . . . . 60
5.7 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6 Infinite-Elemente-Formulierung 63
6.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
6.2 3D infinites Element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
6.2.1 Geometrie- und Verschiebungs-Formfunktion . . . . . . . . . . . . . 64
6.2.2 Numerische Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
Inhaltsverzeichnis vii
6.2.3 Anforderungen an die Diskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.2.4 Abstrahlungsda¨mpfung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.3 3D frequenzunabha¨ngiges infinites Element . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.3.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.3.2 Geometrische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
6.3.3 Kinematische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.3.4 Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
6.4 3D frequenzabha¨ngiges infinites Element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.4.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.4.2 Geometrische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
6.4.3 Kinematische Beziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
6.4.4 Elementmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
6.5 Schlussfolgerungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
7 Multi-Schichtenhalbraum 78
7.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
7.2 Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
8 Verifizierungs- und Anwendungsbeispiele 82
8.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
8.2 Benchmark-Test fu¨r Rand- und infinites Element: Statische Berechnung . . 82
8.2.1 Halbraum unter kreisfo¨rmiger Fla¨chenlast . . . . . . . . . . . . . . 82
8.2.2 Halbraum unter Einzellast . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
8.3 Benchmark-Test fu¨r infinites Element: Dynamische Berechnung . . . . . . 85
8.4 Benchmark-Test fu¨r Flu¨ssigkeitselement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
8.4.1 Lastfall Eigengewicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
8.4.2 Eigenform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.5 Beha¨lterbauwerk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.6 Wind-Energie-Turm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
8.7 Ku¨hlturm-Niederaußem mit unterschiedlichen Gru¨ndungssituationen . . . . 95
9 Schlussbemerkungen 102
viii Inhaltsverzeichnis
A Kontinuumsmechanik 103
A.1 Tensor-Produkt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
A.2 Komponenten des Verschiebungsvektors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
A.3 Partielle Ableitung der Vektoren und Tensoren . . . . . . . . . . . . . . . . 105
A.3.1 Partielle Ableitung der Basisvektoren (Christoffel-Symbole) . . . . . 105
A.3.2 Kovariante partielle Ableitung des Verschiebungsvektors . . . . . . 106
A.3.3 Kovariante partielle Ableitung des Spannungsvektors . . . . . . . . 107
A.3.4 Kontravariante partielle Ableitung des Verschiebungsvektors . . . . 108
A.4 Kinematik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
A.4.1 Materielle Zeitableitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
A.4.2 Rate des Deformationstensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
A.4.3 Dehngeschwindigkeit (Dehnungsrate) . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
A.5 Elastisches Werkstoffgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
B Dynamische Berechnungsverfahren 116
B.1 Lo¨sung im Frequenzbereich . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
B.1.1 Frequenzabha¨ngige Bewegungsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . 116
B.1.2 Diskrete Fouriertransformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
B.2 Modalanalyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
B.2.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
B.2.2 Ungeda¨mpftes System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
B.2.3 Beru¨cksichtigung der Da¨mpfung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
B.2.4 Geda¨mpftes System . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
B.3 Zeitintegrationsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
B.3.1 Zentrales Differenzenverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
B.3.2 Konstanter Mittelwert des Beschleunigungsverfahrens . . . . . . . . 126
B.3.3 Lineares Beschleunigungsverfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
B.3.4 Newmark-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
B.3.5 Wilson-Θ Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
C Schalentragwerke 131
C.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
C.2 Kinematische Beziehungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
C.2.1 Ebene Verformungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
C.2.2 Biegeverformungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
Inhaltsverzeichnis ix
C.2.3 Schalenverformung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
C.3 Konstitutive Gleichungen, Werkstoffgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
C.4 Elementmatrizen der Schale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
C.5 Mehrschichtenelement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
C.5.1 Beton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
C.5.2 Stahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
C.5.3 Rissbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
D Ausgewa¨hlte Infinite-Elemente-Formulierungen 140
D.1 1D infinites Element: Statische Berechnung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
D.2 Frequenzabha¨ngiges infinites Element . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
D.2.1 Infinites Element mit 1-Wellenkomponente . . . . . . . . . . . . . . 142
D.2.1.1 Geometrie- und Formfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . 142
D.2.1.2 Bewegungsgleichung im Frequenzbereich . . . . . . . . . . 144
D.2.1.3 Auswahl der Wellenzahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
D.2.1.4 Anforderungen an das Finite-Elemente-Netz . . . . . . . . 145
D.2.2 Infinites Element mit 2-Wellenkomponente . . . . . . . . . . . . . . 146
Literaturverzeichnis 149
Abbildungsverzeichnis
3.1 Seismische Vorstellung der Boden-Bauwerk-Interaktion [Stewart et al. 1998] 9
3.2 Einfaches Modell zur Analyse der Tra¨gheitswechselwirkung (inertial inter-
action)[Stewart et al. 1998] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 FE-IFE-Struktur des direkten Verfahrens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.4 Substrukturverfahren der Analyse der Boden-Bauwerk-Interaktion [Ste-
wart et al. 1998] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.5 Euler- und Lagrange-Koordinaten [Narasimhan 1993] . . . . . . . . . . . . 13
4.1 3-D finites Element mit 8 Knoten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.2 Darstellung der Verformungszusta¨nde . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
5.1 Zur Interpretation der Fundamentallo¨sung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.2 Aufteilung des Randverlaufes am Quellpunkt [Latz 1994] . . . . . . . . . . 52
5.3 3-D Randelement mit 4 Knoten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
5.4 Randelemente-Diskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.1 Finite-Infinite-Elemente-Abbildung eines Halbraums . . . . . . . . . . . . . 64
6.2 Formfunktionen des infiniten Elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
6.3 Diskretisierung eines dreidimensionalen infiniten Elements . . . . . . . . . 67
6.4 Wellenausbreitung [Seiler 2000] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
6.5 3-D infinites Element mit 8 Knoten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
7.1 Finite-Infinite-Elemente-Diskretisierung eines Multi-Schichtenhalbraums . . 78
7.2 Definition der Schichten als 8-Knoten-Volumenraum . . . . . . . . . . . . . 79
7.3 Flussdiagramm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
8.1 Kreisfo¨rmige Belastung an der Oberfla¨che eines Halbraums . . . . . . . . . 83
8.2 Vertikale Verschiebung der Oberfla¨che eines Halbraums in radialer Richtung 83
8.3 Einzellast an der Oberfla¨che eines Halbraums . . . . . . . . . . . . . . . . 84
x
Abbildungsverzeichnis xi
8.4 Vertikale Verschiebung in radialer Richtung r an der Oberfla¨che eines Halb-
raums . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
8.5 Vertikale Verschiebung in der Tiefe-Richtung z eines Halbraums bei r = 0 85
8.6 Block auf elastischem Halbraum mit runder Begrenzung des Nahbereichs . 85
8.7 Block auf elastischem Halbraum mit viereckiger Begrenzung des Nahbereichs 86
8.8 Impulsbelastung pv und ph . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
8.9 Vertikale Verschiebung im Punkt A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
8.10 Horizontale Verschiebung im Punkt A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
8.11 Vertikale Verschiebung im Punkt A (runder und viereckiger Halbraum ) . . 88
8.12 Vertikale Verschiebung im Punkt C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
8.13 Globale Spannung σzz infolge einer Impulslast . . . . . . . . . . . . . . . . 89
8.14 Globale Spannung σzz infolge Erdbeben gema¨ß Abb. 8.18 (Festlagerung) . 89
8.15 Globale Spannung σzz infolge Erdbeben gema¨ß Abb. 8.18 (Halbraumlage-
rung) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
8.16 Darstellung der Druckspannungen unter Eigengewicht . . . . . . . . . . . 90
8.17 Flu¨ssigkeitseigenform und statische Verformung . . . . . . . . . . . . . . . 91
8.18 Akzelerogram des Elcentro-Erdbeben 1940 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
8.19 Schnittgro¨ßen des Beha¨lterbauwerks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
8.20 Dimensionen des Wind-Energie-Turms AEOLUS II . . . . . . . . . . . . . 93
8.21 Eigenformen eines Wind-Energie-Turms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
8.22 Schichtenstruktur 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
8.23 Schichtenstruktur 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
8.24 Schichtenstruktur 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
8.25 Finite-Infinite Elemente-Diskretisierung der Struktur . . . . . . . . . . . . 96
8.26 Normalkra¨fte in den Stu¨tzen infolge Eigengewicht . . . . . . . . . . . . . . 97
8.27 Normalkra¨fte in den Stu¨tzen infolge Windlast . . . . . . . . . . . . . . . . 97
8.28 Vertikalverschiebung der Stu¨tzen infolge Eigengewicht . . . . . . . . . . . 98
8.29 Vertikalverschiebung der Stu¨tzen infolge Windlast . . . . . . . . . . . . . . 98
8.30 Meridiankra¨fte n22 im Schnitt I − I (h = 18m) infolge Eigengewicht . . . . 99
8.31 Meridiankra¨fte n22 im Schnitt II − II (h = 42m) infolge Eigengewicht . . 99
8.32 Verformung des Ku¨hlturms infolge Eigengewicht bei einer Schichtenstruk-
tur 3-Lagerung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
8.33 Kra¨fteverteilung entlang der Erzeugenden der Ku¨hlturmschale [Harte 2002] 100
8.34 Ringkra¨fte n11 in unterschiedlichen Ho¨hen des Ku¨hlturms infolge Eigenge-
wicht bei Schichtenstruktur 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
xii Abbildungsverzeichnis
8.35 Meridiankra¨fte n22 in unterschiedlichen Ho¨hen des Ku¨hlturms infolge Ei-
gengewicht bei Schichtenstruktur 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
B.1 Zentral-Differenzen-Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
B.2 Konstanter Mittelwert der Beschleunigung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
B.3 Lineare Beschleunigung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
B.4 Wilson-Θ Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
C.1 Darstellung des Deformationszustands . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
C.2 Mehrschichtiges Schalenkontinuum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
C.3 Koordinatensystem der Bewehrung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
C.4 Koordinatensystem eines gerissenen Elements . . . . . . . . . . . . . . . . 139
D.1 1-dimensionales infinites Element : (a) FE-IFE-Diskretisierung; (b) globale
Koordinaten; (c) lokale Koordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
D.2 Zwei-dimensionales infinites Element: (a) globale Koordinaten; (b) lokale
Koordinaten [Yang et al. 1996] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
D.3 1-dimensionale Abbildung des 2-dimensionalen infiniten Elements: (a) glo-
bale Koordinaten; (b) lokale Koordinaten [Yang et al. 1996] . . . . . . . . . 144
D.4 Auswahl der Wellenzahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
D.5 Finite-Elemente-Netz [Yang et al. 1996] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
D.6 Zweidimensionale Abbildungsbeziehung [Zhang et al. 1999] . . . . . . . . . 146
D.7 Eindimensionale Abbildungsbeziehung [Zhang et al. 1999] . . . . . . . . . . 146
D.8 Unendliche Formfunktion [Zhang et al. 1999] . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
Symbolverzeichnis
Allgemeine Symbole
E Elastizita¨tsmodul
G Schubmodul
ν Querkontraktionszahl
ρ Dichte
cs, c1 Schub-Wellengeschwindigkeit
cp, c2 Druck-Wellengeschwindigkeit
εij Dehnungstensor
σij Spannungstensor
SSI Soil-Structure Interaction
Boden-Modell
µ, λ Lame´-Konstanten
F Fließfla¨che
G plastische Potentialfunktion
dλ plastischer Multiplikator ≥ 0
Eijklep elasto-plastischer Werkstofftensor
Flu¨ssigkeit-Modell
µ, λ Viskosita¨tskonstanten
K Kompressionsmodul
cp, cv spezifische Wa¨rme
pi thermodynamischer Druk
p hydrostatischer Druck
xiii
xiv Symbolverzeichnis
Kontinuumsmechanik
X konvektive materielle Koordinaten (Lagrange)
x konvektive ra¨umliche Koordinaten (Euler)
R Ortsvektor (Lagrange)
r Ortsvektor (Euler)
u Verschiebungsvektor
v Geschwindigkeitsvektor
Gi Basisvektor (Lagrange)
gi Basisvektor (Euler)
Gij Metriktensor (Lagrange)
gij Metriktensor (Euler)
Γmij Christoffel-Symbole der zweiten Art
Γimj Christoffel-Symbole der ersten Art
δij Kronecker-Delta
E Lagrange-Dehnungstensor
e Euler-Dehnungstensor
dij Rate von Deformationstensor
Eijkm Elastizita¨tstensor
Dynamik
K Steifigkeitsmatrix
M Massenmatrix
C Da¨mpfungsmatrix
P(t) Lastvektor
u Verschiebungsvektor
u˙ Geschwindigkeitsvektor
u¨ Beschleunigungsvektor
ξ Da¨mpfungsverha¨ltnis
ω Kreisfrequenz (Rad/Sec.)
λ Eigenwert
αk , αm Rayleigh-Parameter
Uˆ Eigenvektorenmatrix
kˆi modale Steifigkeit
mˆi modale Masse
cˆi modale Da¨mpfung
pˆi modale Last
Yi modaler Freiheitsgrad
t Zeit
∆t Zeitschritt
Symbolverzeichnis xv
Finite-Elemente
Kl lineare Steifigkeitsmatrix
Knl nichtlineare Steifigkeitsmatrix
Kg geometrische Steifigkeitsmatrix
KT tangentiale Steifigkeitsmatrix
M Massenmatrix
C Da¨mpfungsmatrix
P Lastvektor
b Volumenlastvektor
t Spannungsvektor
Fi Vektor der inneren Kra¨fte
Fm Vektor der Tra¨gheitskra¨fte
Fc Vektor der Da¨mpfungskra¨fte
Eel elastische Werkstoffmatrix
Eep elasto-plastische Werkstoffmatrix
ET tangentiale Werkstoffmatrix
v Knotenverschiebungsvektor
v˙ Knotengeschwindigkeitsvektor
v¨ Knotenbeschleunigungsvektor
ai Basisvektor
aij Metriktensor
Dk Differential-Operator
Φ Matrix der Formfunktion
B Verschiebungs-Verzerrungsmatrix
Infinite-Elemente
K lineare Steifigkeitsmatrix
M Massenmatrix
C Da¨mpfungsmatrix
P Lastvektor
E elastische Werkstoffmatrix
v Knotenverschiebungsvektor
v˙ Knotengeschwindigkeitsvektor
v¨ Knotenbeschleunigungsvektor
ai Basisvektor
aij Metriktensor
Dk Differential-Operator
Φ Verschiebungs-Formfunktionenmatrix
Ω Geometrie-Formfunktionenmatrix
B Verschiebungs-Verzerrungsmatrix
xvi Symbolverzeichnis
Randelemente
u Verschiebungsvektor
t Randspannungsvektor
r Ortsvektor
n Normalenvektor
ai Basisvektor
aij Metriktensor
H , G Steifigkeitsmatrizen der Randelemente-Methode
Φ Matrix der Formfunktion
N Kopplungsmatrix von Finite- und Randelemente
Ω Gebiet eines Ko¨rpers
Γ Berandung eines Ko¨rpers
i Imagina¨re Einheit
√−1
Kapitel 1
Einleitung
1.1 Problemstellung und Motivation
Die Scha¨digung von Beha¨ltern, die zur Speicherung von Wasser, O¨l, verflu¨ssigtem Gas
oder radioaktiver Flu¨ssigkeit genutzt werden, kann katastrophale Domino-Effekte wie
Bra¨nde, Explosionsdruckwellen, giftige Wolken oder Verseuchung der Umwelt auslo¨sen.
Daher mu¨ssen an derartige Bauwerke hohe Sicherheits- und Zuverla¨ssigkeitsanforderungen
gestellt werden, und außergewo¨hnliche Lasten wie Erdbeben, Explosionen, Flugzeugab-
sturz u.a¨. mu¨ssen beim Entwurf wirklichkeitsnah beru¨cksichtigt werden.
Die wirklichkeitsnahe Abbildung der Tragwerksantwort unter dynamischer Anregung er-
fordert ein Rechenmodell, das sowohl die typischen Eigenschaften der einzelnen Kompo-
nenten als auch deren Wechselwirkungen beru¨cksichtigt. Mit Hilfe solcher Simulationen
lassen sich sichere, aber trotzdem wirtschaftliche Konstruktionen realisieren. Berechnungs-
modelle, die Strukturen mit stark idealisierten Randbedingungen, wie beispielweise Er-
satzmassen, -federn und -da¨mpfern abbilden, reichen hierzu in der Regel nicht mehr aus.
Zwingend erforderlich sind also umfassendere Analysen, die neben der geometrischen und
materiellen Nichtlinearita¨t auch die Interaktion mit dem Baugrund mo¨glichst realistisch
beru¨cksichtigen.
1.2 Ziel der Arbeit
Das Ziel der Arbeit ist die ganzheitliche Modellierung des Systems - unter Beru¨cksichti-
gung der drei Subgebiete: Flu¨ssigkeitsgebiet, Bauwerksgebiet und Bodengebiet - und die
Durchfu¨hrung der Analyse numerisch in einer Ein-Schritt-Berechnung.
Das Bodengebiet wird als Halbraum in einen Nah- und Fernbereich unterteilt. Der Nahbe-
reich ist der Umgebungsbereich des Bauwerkfundaments. Der Fernbereich ist der randlose
Bereich, der sich ins Unendliche erstreckt.
Zur Modellierung des Flu¨ssigkeitsgebiets, Bauwerksgebiets und Bodennahbereichs wird
die Finite-Elemente-Methode eingesetzt.
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Zur Modellierung des Fernbereiches stehen zwei alternative Rechenmodelle zur Verfu¨gung:
ein infinites Elementmodell und ein Randelementmodell.
Heutzutage stellt die Infinite-Elemente-Formulierung eine sehr effektive Methode zur Si-
mulation randloser Bereiche dar [Bettess 1992],[Yang et al. 1996], da sie sich besser an
die Gleichungsstrukturen der Finite-Elemente-Methode anpasst als die bislang u¨bliche
Rand-Elemente-Formulierung.
1.3 Gliederung der Arbeit
Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei u¨bergeordnete Teile. Zuna¨chst werden die
mechanischen und konstruktiven Grundlagen zusammengestellt, die zum Versta¨ndnis der
durchzufu¨hrenden Herleitungen und Berechnungen erforderlich sind. Im mittleren Teil
erfolgt die Herleitung eines Flu¨ssigkeitselements, eines finiten Bodenvolumenelements,
eines Randelements und eines infiniten Bodenelements. Abschließend werden Verifizie-
rungsberechnungen mit den entwickelten Elementen durchgefu¨hrt sowie das Verhalten
verschiedener Bauwerke unter statischer, dynamischer und Erdbebenbelastung berechnet.
Im Einzelnen gliedert sich die Arbeit wie folgt:
In Kapitel 2 ist der Stand der Forschung zusammengestellt, unterteilt in die Kategorien
Boden, Bauwerk, Flu¨ssigkeit und Interaktion.
In Kapitel 3 erfolgt eine kurze Zusammenfassung der seismischen Beanspruchung,
der Komponenten der Boden-Bauwerk-Interaktion und der Verfahren der dynamischen
Boden-Bauwerk-Interaktion. Ebenso werden die Grundlagen der Kontinuumsmechanik
zur Herleitung der entwickelten finiten und infiniten Elemente sowie die zugeho¨rigen
Materialformulierungen beschrieben.
Kapitel 4 entha¨lt die Grundlagen der Finite-Elemente-Formulierung und die Herleitung
eines Flu¨ssigkeits-Volumenelements sowie eines Boden-Volumenelements, basierend auf
den mechanischen Grundlagen des vorherigen Kapitels.
In Kapitel 5 werden die Grundlagen der Randelemente-Methode formuliert sowie ein
Randelement inklusive Kopplungsmatrix fu¨r die statische Analyse hergeleitet.
In Kapitel 6 erfolgt die Herleitung eines dreidimensionalen frequenzabha¨ngigen und
eines dreidimensionalen frequenzunabha¨ngigen infiniten Elements, wobei auf die mecha-
nischen Grundlagen des Kapitels 3 zuru¨ckgegriffen wird.
In Kapitel 7 wird ein Algorithmus zur Beru¨cksichtigung eines Multi-Schichtenhalbraums
unabha¨ngig vom Finite-Infinite-Elemente-Netz entwickelt.
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In Kapitel 8 werden die entwickelten Elemente - das Boden-Volumenelement, das
Boden-Infinite-Element, das Randelement und das Flu¨ssigkeit-Volumenelement - analy-
tischen und numerischen Lo¨sungen aus der Literatur gegenu¨bergestellt.
Kapitel 9 entha¨lt die Zusammenfassung der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit.
Abschließend erfolgt ein Ausblick auf zuku¨nftige mo¨gliche Forschungsfelder.
Im Anhang A, B, C und D findet man eine Erga¨nzung zu den Grundlagen der Kon-
tinuumsmechanik, die dynamischen Berechnungsverfahren, die Entwicklung eines Multi-
Schichten-Schalenelements als Alternative zu dem im Finite-Elemente-Programm FEMAS
2000 vorhandenen Schalenelement (ASE4). Abschließend erfolgt eine Erla¨uterung dreier
Infinite-Elemente-Formulierungen.
Kapitel 2
Stand der Forschung
2.1 Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-Interaktion
Bei dem gekoppelten Problem der Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-Interaktion treten zwei In-
teraktionsvorga¨nge auf: Zum einen die Wechselwirkung des Beha¨lters mit der Flu¨ssig-
keitsfu¨llung und zum anderen die zwischen Beha¨lter und Gru¨ndung, wobei sich beide
gegenseitig beeinflussen. Durch dynamische Anregung werden hydrodynamische Dru¨cke
der Fu¨llung aktiviert und belasten damit zeitlich vera¨nderlich, zusa¨tzlich zur statischen
Belastung, die Beha¨lterwandung. Daru¨ber hinaus kommt es zu einer Schwappbewegung
der Flu¨ssigkeitsoberfla¨che mit ra¨umlicher Vera¨nderung der Flu¨ssigkeitsdoma¨ne.
Die Interaktion des Bauwerks mit der Gru¨ndung bzw. mit dem umgebenden Boden hat
ebenfalls große Bedeutung fu¨r das Trag- und Schwingungsverhalten der Struktur. Neben
der von der Bodensteifigkeit abha¨ngigen Anregung und Bewegungsmo¨glichkeit des Bau-
werks kann es im Boden infolge hoher dynamischer Lasten zum Versagen des Untergrunds
kommen.
Besonders kritisch wird es, wenn bei Erdbeben Beha¨lterbauwerke aufgrund der hohen Be-
schleunigung bereichsweise abheben. Das Schwingungsverhalten und die Stabilita¨t werden
von dem Abhebevorgang extrem stark beeinflusst. Insbesondere treten bei dem Wieder-
aufsetzen des Tanks auf den Boden hohe Membranspannungen in der Schale auf.
Weiterhin werden starke Impulslasten in den Boden eingeleitet. Zudem spielt die Energie-
abstrahlung in den unendlichen Bodenhalbraum eine große Rolle, da sie dem System
sta¨ndig die durch die dynamische Einwirkung zugefu¨hrte Energie entzieht (Abstrah-
lungsda¨mpfung).
2.2 Modellierung der Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-
Interaktion
Beim Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-Interaktionsproblem unterscheidet man drei Gebiete:
das Flu¨ssigkeitsgebiet, das Bauwerksgebiet und das Bodengebiet. Das Flu¨ssigkeitsgebiet
4
2.2 Modellierung der Boden-Bauwerk-Flu¨ssigkeit-Interaktion 5
wird entweder mit Hilfe der Finite-Elemente- oder Rand-Elemente-Methode modelliert.
Das Bauwerksgebiet wird durch die Finite-Elemente-Methode modelliert. Das Bodenge-
biet wird als Halbraum in zwei Subbereiche unterteilt: Zum einen in den Nahbereich,
der durch die Finite-Elemente-Methode modelliert wird, zum anderen in den Fernbereich,
der entweder mit Hilfe der Infinite-Elemente- oder der Randelemente-Methode modelliert
wird.
2.2.1 Modellierung der Flu¨ssigkeit
Die Finite-Elemente-Modellierung der Flu¨ssigkeit erfolgt anhand der Verschiebungs-
Formulierung nach Lagrange oder anhand der Druck-Formulierung nach Euler [Everstine
1997], [Zienkiewicz und Taylor 1991], [Wall 1999]. Bei der Verschiebungs-Formulierung
wird die Flu¨ssigkeit als elastischer Ko¨rper ohne Beru¨cksichtigung der Schubfestigkeit be-
handelt [Everstine 1997], [Bru¨ggemann 2002], [Harte et al. 2003].
Ein Flu¨ssigkeitselement in zylindrischen Koordinaten nach [Bru¨ggemann 2002] ist im
Software-Programm FEMAS 2000 vorhanden. Das in der vorliegenden Arbeit entwickelte
Flu¨ssigkeitselement ist eine Umformulierung des Elements von [Bru¨ggemann 2002] in glo-
bale Koordinaten. Das Element wird ohne Hilfe von konvektiven Koordinaten direkt in
globalen Koordinaten hergeleitet; damit kann es fu¨r allgemeine Tankbauwerke eingesetzt
werden. Außerdem ist das in [Bru¨ggemann 2002] vorausgesetzte Prinzip der reduzierten
Gauss-Integrationspunkte bzw. der Benutzung des Rotationsfaktors krot bei statischen
und dynamischen Berechnungen nicht mehr no¨tig. Trotzdem ist der Rotationsfaktor im-
plementiert, um die Energie bei dynamischen Analysen steuern und die erste Eigenfre-
quenz an die Housner-Formeln [Meskouris 1999] anpassen zu ko¨nnen. Im Gegensatz zu den
Housner-Formeln, bei denen die Eigenfrequenzen ausschließlich von dem Tankradius bzw.
von der Tankbreite abha¨ngen, werden die Eigenfrequenzen mit dem hier entwickelten Ele-
ment unter Annahme der Wasserfu¨llung als elastischer Ko¨rper ohne Schubfestigkeit stark
von der Fu¨llho¨he beeinflusst. Daher ist an dieser Stelle die Beru¨cksichtigung von krot zur
Kalibrierung der Resultate sinnvoll. Alternativ zu der Verschiebungs-Formulierung wird
in der vorliegenden Arbeit ein Flu¨ssigkeitselement in Druck-Formulierung entwickelt, das
im Software-System FEMAS 2000 noch nicht implementiert ist.
2.2.2 Modellierung des Bauwerks
Bekanntermaßen setzt sich die Schalentheorie aus der Membran- und der Biegetheorie
zusammen. Die Biegetheorie wiederum kann in die schubstarre Kirchhoff-Love- und die
schubweiche Reissner-Mindlin-Theorie unterteilt werden. Sie unterscheiden sich im We-
sentlichen in der Vernachla¨ssigung bzw. Beru¨cksichtigung der Schubverzerrung.
Allen Formulierungen liegt aber der isoparametrische Grundgedanke der gleichwertigen
Beschreibung von Geometrie und Verschiebungen zu Grunde. Das isoparametrische Kon-
zept kann durch die Annahme von drei Verschiebungsfreiheitsgraden und zwei oder drei
Drehfreiheitsgraden beschrieben werden. Als Schalentheorie kann sowohl die Kirchhoff-
Love-Theorie, wie sie beispielsweise in [Harte 1982] und [Zahlten 1990] beschrieben wird,
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als auch die Reissner-Mindlin-Theorie [Senker 1993], [Menzel 1996], [Montag 1997] ver-
wendet werden.
Ein Schalenelement (ASE4) ist im Software-System FEMAS 2000 vorhanden. Sein Multi-
Schichtenmodell wurde nach [Zahlten 1990], seine Formfunktion nach [Montag 1997] und
sein Materialmodell nach [Andres 2004] formuliert. Im Anhang C findet man eine Entwick-
lung eines Multi-Schichten-Schalenelements als Alternative zu dem im Software-System
FEMAS 2000 vorhandenen Schalenelement (ASE4).
2.2.3 Modellierung des Bodens
2.2.3.1 Modellierung des Nahbereichs
Die Modellierung des Bodens im Nahbereich erfolgt nach der Finite-Elemente-Methode.
Zur Diskretisierung des Nahbereiches wird ein finites Volumenelement mit 8 Knoten in
isoparametrischer Formulierung in der vorliegenden Arbeit entwickelt. Neben dem ela-
stischen Modell wird ein elasto-plastisches Bodenmodell entwickelt und mit Hilfe einer
Fließfunktion nach Drucker-Prager [Chen und Baladi 1985] ohne Beru¨cksichtigung der
Bodenverfestigung formuliert. Diese Formulierung wird als Basis fu¨r weitere Entwick-
lungen von Bodenmodellen im Software-System FEMAS 2000 implementiert. Weiterhin
lassen sich zahlreiche Modelle der Bodenplastizita¨t beru¨cksichtigen, so bei [Anders und
Hori 2001], [Chaaba et al. 2003], [Li und Dafalias 2001], [Li und Dafalias 2002], [Ghiocel
und Ghanem 2002], [Zaman et al. 2000], [Kodaka und Kim 2004], [Li und Meissner 2002],
[Liu und Ling 2002], [Park und Tassoulas 2002], [Small 2001], [Stavridis 2002], [Wolf und
Preisig 2003], [Yin et al. 2004] und [Zerfa und Loret 2004], die in dieser Arbeit jedoch
nicht verfolgt werden.
2.2.3.2 Modellierung des Fernbereichs
Zur Modellierung des Boden-Fernbereichs stehen zwei Formulierungen zur Verfu¨gung und
zwar die Rand-Elemente-Methode und die Infinite-Elemente-Methode. Bei der Rand-
Elemente-Methode werden die Gebietsintegrale in Randintegrale umgewandelt. Die For-
mulierung und die Grundlo¨sungen der Differentialgleichung fu¨r eine statische Berechnung
erfolgen nach [Latz 1994], [Gaul und Fiedler 1997], [Beskos 1987], [Brebbia et al. 1984],
[Brebbia 1985], [Antes 1988], [Venturini 1983] und [Hartmann 1987].
Die numerische Umsetzung des Randelementmodells erfolgt fu¨r die statische Berechnung
nach [Latz 1994] und [Gaul und Fiedler 1997] und wird in die Software FEMAS 2000 im-
plementiert. Eine Umsetzung des Randelementmodells in ein Finite-Elemente-konzipiertes
Programm fu¨r die dynamische Berechnung wa¨re sehr aufwendig. Daher wird von einer
Realisierung innerhalb dieser Arbeit abgesehen.
Heutzutage stellt die Infinite-Elemente-Formulierung eine sehr effektive Methode zur Si-
mulation randloser Bereiche dar [Bettess 1992] [Yang et al. 1996], da sie besser auf die
Gleichungsstrukturen der Finite-Elemente-Methode angepasst ist als die bislang u¨bli-
che Rand-Elemente-Formulierung. Der physikalischen Hintergrund der Infinite-Elemente-
Formulierung la¨sst sich vereinfachend so erla¨utern, dass ein infinites Element durch zwei
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Typen von Formfunktionen charakterisiert wird [El-Esnawy et al. 1995]: eine in unendli-
cher Richtung abnehmende Formfunktion fu¨r die Verschiebungen und eine in unendlicher
Richtung zunehmende Geometriefunktion. D.h., wa¨hrend die Verformung eines infiniten
Elements in unendlicher Richtung sich zu Null entwickelt, werden die Ortsvektoren in
dieser Richtung unendlich.
Bei der Infinite-Elemente-Formulierung gibt es zahlreiche Ansa¨tze fu¨r die Formfunktionen.
Alle Formfunktionen stimmen darin u¨berein, dass die Verschiebungen in der unendlichen
Richtung abnehmen, der Ortsvektor zunimmt und die Wellenenergie am U¨bergangsrand
nicht reflektiert wird [Chow und Smith 1981], [Yang und Yun 1992], [Yun et al. 1995],
[Yang und Hung 2001], [El-Esnawy et al. 1995], [Zhang et al. 1999], [Yang et al. 1996],
[Zhao und Liu 2003], [Bettess 1992], [Wolf 1996]. Im Anhang D wird ein eindimensionales
infinites Element fu¨r die statische Berechnung nach [El-Esnawy et al. 1995] dargestellt.
Außerdem werden zwei Typen von frequenzabha¨ngigen infiniten Elementen erla¨utert: zum
einen das infinite Element mit 1-Wellenkomponente nach [Yang et al. 1996], das die Aus-
breitung nur einer Wellenkomponente zula¨sst, zum anderen das infinite Element mit 2-
Wellenkomponente nach [Zhang et al. 1999], das die Ausbreitung zweier Wellenkompo-
nenten zula¨sst.
Weiterhin lassen sich auch unendlich ausgedehnte Flu¨ssigkeiten mit der Infinite-Elemente-
Methode modellieren [Zhao und Steven 1996], [Kallivokas et al. 1997], [Astley 1998], [Park
et al. 1992]. Dieser Ansatz, der bei Verflu¨ssigungseffekten des Bodens relevant werden
ko¨nnte, wird in dieser Arbeit jedoch nicht verfolgt.
Es wird daher ein frequenzunabha¨ngiges infinites Element mit 4 Knoten zur Abbildung
des Fernbereiches entwickelt, das sich sowohl bei der statischen als auch bei der dy-
namischen Berechnung (im Zeit- und Frequenzbereich) verwenden la¨sst. Die frequenz-
abha¨ngige Steifigkeit des infiniten Elements ist geeignet fu¨r die dynamische Berechnung
im Frequenzbereich, deswegen wird hier ein frequenzabha¨ngiges infinites Element mit
1-Wellenkomponente entwickelt. Seine Form- und Geometriefunktion sind eine Kombi-
nation zwischen dem eindimensionalen infiniten Element (Abschnitt D.1) und dem mit
1-Wellenkomponente frequenzabha¨ngigen infiniten Element (Abschnitt D.2.1).
Kapitel 3
Grundlagen
3.1 Allgemeines
Mit der Modellierung der Boden-Bauwerk-Interaktion soll die seismische Beanspruchung
erfasst werden. Damit lassen sich dann die auswirkenden Gro¨ßen wie Erdbebenquelle,
Ausbreitungsweg, o¨rtliche Wirkung und die Boden-Bauwerk-Wechselwirkung (Bestim-
mung der tatsa¨chlichen Lasten der Boden-Bauwerk-Interaktion) charakterisieren. Zusa¨tz-
lich werden die Komponenten des Boden-Bauwerk-Interaktion-Problems wie Tra¨gheits-
wechselwirkung und kinematische Interaktion beschrieben. Schließlich werden die Verfah-
ren der dynamischen Boden-Bauwerk-Interaktion-Analyse definiert.
Zur Formulierung der Boden-Bauwerk-Interaktion ist die Bestimmung von Referenz-
Koordinaten-Systemen und ihrer Geometrie-Gro¨ßen sehr erforderlich, damit lassen sich
die Kinematik des festen Ko¨rpers und des Fluids beschreiben. Zum Schluss werden die zu
lo¨senden Bewegungsgleichungen hergeleitet.
3.2 Seismische Beanspruchung
3.2.1 Allgemeines
Zur Bestimmung einer seismischen Beanspruchung eines Bauwerks sollen vier Gro¨ßen
charakterisiert werden [Stewart et al. 1998]: die Erdbebenquelle, die Wirkung der Aus-
breitungsbahn (travel path effects), die o¨rtliche Wirkung (local site effects) und die Boden-
Bauwerk-Wechselwirkung (Soil-Structure Interaction
”
SSI “) (Abbildung 3.1). Die Erdbe-
benquelle beeinflusst die Sta¨rke des Erdbebens und die mo¨glichen Bruchmechanismen. Die
Ausbreitungswirkung beru¨cksichtigt die Da¨mpfung der Wellen auf ihrem Weg durch die
Felsstruktur. Die o¨rtlichen Effekte beziehen sich auf den frequenzabha¨ngigen Versta¨rker
oder die frequenzabha¨ngige Da¨mpfung der Wellen-Energie, die aufgrund der seismischen
Wellenausbreitung durch den Boden hindurch bis zur Oberfla¨che entstehen. Diese drei
Gro¨ßen oder Effekte ergeben die seismische freie Feldbewegung (free field motion) an der
Oberfla¨che. Dabei wird angenommen, dass es durch das Bauwerk keinen Einfluss auf die
8
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freie Feldbewegung gibt. SSI erkla¨rt die Flexibilita¨t des Bodens unter dem Fundament und
die potentiellen A¨nderungen zwischen dem Fundament und der freien Feldbewegung. SSI
bestimmt die tatsa¨chlichen Lasten, die sich aufgrund der seismischen freien Feldbewegung
am Bauwerk-Fundament-Boden-System entwickeln.
Abbildung 3.1: Seismische Vorstellung der Boden-Bauwerk-Interaktion [Stewart et al. 1998]
3.2.2 Komponenten des SSI-Problems
3.2.2.1 Allgemeines
Die Verformungen eines Bauwerks wa¨hrend einer Erdbebenerregung werden durch die
Wechselwirkungen dreier verbundener Systeme beeinflusst. Diese Systeme sind das Bau-
werk, das Fundament und die geologische Umgebung. Die SSI-Analyse bewertet die kol-
lektive Beanspruchung dieser Systeme aufgrund einer bestimmten freien Feldbewegung.
Der Mechanismus der Interaktion zwischen Bauwerk, Fundament und Boden entha¨lt zwei
physikalische Pha¨nomene: Tra¨gheitswechselwirkung und kinematische Interaktion.
3.2.2.2 Tra¨gheitswechselwirkung (Inertial Interaction)
Die vorhandene Tra¨gheit der Struktur infolge ihrer Eigenschwingungen vergro¨ßert die
Werte der Schubkra¨fte und Momente an der Grundfla¨che. Diese Beanspruchungen er-
zeugen eine Verschiebung des Fundaments relativ zur freien Feldbewegung (Abbildung
3.2).
3.2.2.3 Kinematische Interaktion
Das Vorhandensein steifer Fundamentteile, auf oder im Boden, verursacht eine Bewegung
des Fundaments, die sich von der freien Bewegung des Feldes unterscheidet. Dieses Pha¨no-
men kann durch zwei komplexe Funktionen beschrieben werden: die Transferfunktion und
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Abbildung 3.2: Einfaches Modell zur Analyse der Tra¨gheitswechselwirkung (inertial interac-
tion)[Stewart et al. 1998]
die Impedanzfunktion.
Die Transferfunktion bestimmt die Bewegung des Fundaments im Bezug auf die freie
Feldbewegung.
Die Impedanzfunktion bestimmt die Steifigkeits- und die Da¨mpfungseigenschaften der
Fundament-Boden-Interaktion. Die Da¨mpfung wird durch den imagina¨ren Teil der Im-
pedanzfunktion dargestellt, der aufgrund der hysteretischen Da¨mpfung und der Abstrah-
lungsda¨mpfung der Wellenenergie am Fundament durch den Boden entwickelt wird. Die
beiden Funktionen ha¨ngen von den finiten Steifigkeits- und Da¨mpfungseigenschaften des
Bodens ab. Durch die Annahme eines unendlich steifen Bodens nimmt die Amplitude der
Transferfunktion den Wert Eins an (d.h. die Fundament- und die freie Feldbewegung sind
identisch). Der Realteil der Impedanzfunktion wird durch die oben getroffene Annahme
unendlich, wa¨hrend der imagina¨re Teil zu Null wird.
3.2.3 Verfahren der dynamischen SSI-Analyse
3.2.3.1 Das direkte Verfahren
Bei dem direkten Verfahren werden das Bauwerk und der Boden in einem Modell erfasst
und in einem einzigen Schritt analysiert. Ein eleganter Weg zur SSI-Analyse aufgrund einer
seismischen Anregung besteht darin, Bauwerk und Boden im Nahbereich als FE-Modell
und im Fernbereich als Infinite-Elemente-Modell zu modellieren. Die Bewegung des freien
Feldes ist als U¨bergangsbedingung zwischen Nah- und Fernbereich zu beru¨cksichtigen
(Abbildung 3.3). Dieser Weg wird detailliert in Kapitel 6 erla¨utert.
3.2.3.2 Das Substrukturverfahren
Bei dem Substrukturverfahren zerlegt man das SSI-Problem in drei Teile, die am Ende
durch U¨berlagerung (superposition) zum Ergebnis fu¨hren. Hierbei geht man von der An-
nahme eines linearen Boden- und Bauwerk-Verha¨ltnisses aus. In Abbildung 3.4 werden
die drei Analyseschritte wie folgt dargestellt:
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Abbildung 3.4: Substrukturverfahren der Analyse der Boden-Bauwerk-Interaktion [Stewart et
al. 1998]
1. Bestimmung der Fundament-Input-Bewegung (Foundation Input Motion
”
FIM “),
die durch die Annahme, dass das Bauwerk und das Fundament keine Masse be-
sitzen, entwickelt wird. Die FIM ha¨ngt von der Steifigkeit und der Geometrie des
Fundaments und des Bodens ab. Falls die Tra¨gheitseffekte vernachla¨ssigbar sind,
stellt die FIM nur einen kinematischen Interaktioneffekt dar.
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2. Bestimmung der Impedanzfunktion, die die Steifigkeits- und die Da¨mfungseigen-
schaften der Fundament-Boden-Interaktion beschreibt. Die Funktion beru¨cksichtigt
die Geologie der Bodenschichten sowie die Steifigkeit und Geometrie des Funda-
ments. Sie wird durch die a¨quivalenten linearen Bodeneigenschaften erstellt, die den
dynamischen Schubdehnungen im Gebiet entsprechen.
3. Aufstellung einer dynamischen Analyse des Bauwerks, das mit Hilfe der Impedanz-
funktion nachgiebig gegru¨ndet und durch die FIM angeregt ist.
Weitreichendere Informationen u¨ber das Substrukturverfahren ko¨nnen der Literatur ent-
nommen werden [Worku 1996], [Wolf 1985], [Wolf 1988], [Stewart et al. 1998].
3.3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
3.3.1 Koordinatensystem
3.3.1.1 Allgemeines
Zur Beschreibung einer Variablen, wie zum Beispiel der Verschiebung oder der Geschwin-
digkeit, ist ein passendes Koordinatensystem erforderlich, um den Wert und die Richtung
der Variablen ra¨umlich bestimmen zu ko¨nnen. Die bekanntesten Koordinatensysteme sind
die Euler- und Lagrange-Koordinaten (Abbildung 3.5). Die Euler-Koordinaten sind ra¨um-
lich festgelegt, wa¨hrend die Lagrange-Koordinaten sich einem materiellen Punkt anschlie-
ßen und sich zusammen mit dem materiellen Punkt verschieben und verdrehen lassen.
Die Koordinatensysteme ko¨nnen aus rechtwinkligen kartesischen Koordinaten oder aus
krummlinigen Koordinaten bestehen. Bei den krummlinigen Koordinaten mu¨ssen die ko-
varianten und kontravarianten Metrikgro¨ßen bestimmt werden.
In einem Lagrange-Koordinatensystem wird die Bewegung eines individuellen materi-
ellen Punktes an einem unverformten Ko¨rper wa¨hrend seiner Verformung verfolgt und
untersucht, so dass sich die physikalische A¨nderung bestimmen la¨sst. In einem Euler-
Koordinatensystem wird die individuelle ra¨umliche Position an einem verformten Ko¨rper
untersucht, ohne Ru¨cksicht darauf, welcher materielle Punkt diese Position erreicht hat.
In diesem Fall wird an einem verformten Ko¨rper eine beliebige ra¨umliche Position aus-
gewa¨hlt und die physikalische A¨nderung bestimmt. Das Ergebnis von beiden Systemen
ist a¨quivalent.
Im Allgemeinen werden Euler-Koordinaten in der Fluid-Mechanik bevorzugt [Chung
1978]. Mit einem auf einen Punkt fixierten Auge wird ein durchlaufendes Fluid-Partikel
beobachtet, gemessen und die Geschwindigkeit und der Druck des Fluids an diesem Punkt
bestimmt. Die Koordinaten xi (i = 1, 2, 3) sind also sta¨ndig an diesem Punkt festgelegt
und werden durch den Vektor r = xm im (m = 1, 2, 3) o¨rtlich bestimmt. Die Koordinaten
bewegen sich nicht mit dem Fluid-Partikel.
Lagrange-Koordinaten sind fu¨r die Festko¨rpermechanik besonders geeignet, weil die Deh-
nung in Bezug auf die zusammen mit dem verformten Ko¨rper sich bewegenden materiellen
Koordinaten gemessen werden soll.
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Abbildung 3.5: Euler- und Lagrange-Koordinaten [Narasimhan 1993]
Die ra¨umlichen Koordinaten x und die materiellen Koordinaten X eines Partikels stehen
in folgendem Zusammenhang:
X = X(x, t) , (3.1)
x = x(X, t) (3.2)
bzw.
R = R¯(Z) = Rˆ(X) = Rˇ(x, t) , (3.3)
r = r¯(z) = rˆ(x) = rˇ(X, t) , (3.4)
u = u(x, t) = u[x(X, t), t] = uˆ(X, t) . (3.5)
3.3.1.2 Basisvektoren
Fu¨r krummlinige Koordinaten sind die kovarianten Basisvektoren Gi,gi durch folgende
Form gegeben:
Gi =
∂R
∂Xi
=
∂Zm
∂Xi
Im , Im =
∂R
∂Zm
, i,m = 1, 2, 3 , (3.6)
gi =
∂r
∂xi
=
∂zm
∂xi
im , im =
∂r
∂zm
, i,m = 1, 2, 3 , (3.7)
wobei Im und im die Einheitsvektoren darstellen. Die reziproken Basisvektoren lassen sich
durch folgende Form definieren:
Gi =
∂Xi
∂Zm
Im i,m = 1, 2, 3 , (3.8)
gi =
∂xi
∂zm
im i,m = 1, 2, 3 . (3.9)
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Diese Basisvektoren erfu¨llen die Gleichungen
Gi · Gj = ∂Zm
∂Xi
Im · ∂Xj
∂Zn
In =
∂Zm
∂Xi
∂Xj
∂Zn
δmn = δij , (3.10)
gi · gj = ∂zm
∂xi
im · ∂xj
∂zn
in =
∂zm
∂xi
∂xj
∂zn
δmn = δij , (3.11)
wobei gi und g
j die kovarianten und kontravarianten Komponenten der tangentialen Ba-
sisvektoren sind. Die reziproken Basisvektoren g1, g2 und g3 stehen auf den durch (g2,g3),
(g3,g1), und (g1,g3) entstandenen Ebenen rechtwinklig. Das Skalarprodukt der Basisvek-
toren ist als Metriktensor definiert:
Gij = Gi · Gj = ∂Zm
∂Xi
Im · ∂Zn
∂Xj
In =
∂Zm
∂Xi
∂Zn
∂Xj
δmn =
∂Zm
∂Xi
∂Zm
∂Xj
, (3.12)
gij = gi · gj = ∂zm
∂xi
im · ∂zn
∂xj
in =
∂zm
∂xi
∂zn
∂xj
δmn =
∂zm
∂xi
∂zm
∂xj
(3.13)
bzw.
Gij = Gi · Gj = ∂Xi
∂Zm
Im · ∂Xj
∂Zn
In =
∂Xi
∂Zm
∂Xj
∂Zn
δmn =
∂Xi
∂Zm
∂Xj
∂Zm
, (3.14)
gij = gi · gj = ∂xi
∂zm
im · ∂xj
∂zn
in =
∂xi
∂zm
∂xj
∂zn
δmn =
∂xi
∂zm
∂xj
∂zm
. (3.15)
Hier sindGij und gij bzw.G
ij und gij die kovarianten und kontravarianten Metriktensoren.
Die Bildung der Determinanten auf beiden Seiten in (3.12) und (3.13) ergibt:
det(Gij) = det(
∂Zm
∂Xi
) det(
∂Zn
∂Xj
) det(δmn) =
[
det(
∂Zm
∂Xi
)
]2
= G , (3.16)
det(gij) = det(
∂zm
∂xi
) det(
∂zn
∂xj
) det(δmn) =
[
det(
∂zm
∂xi
)
]2
= g , (3.17)
wobei gilt
det(
∂Zm
∂Xi
) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Z1
∂X1
∂Z1
∂X2
∂Z1
∂X3
∂Z2
∂X1
∂Z2
∂X2
∂Z2
∂X3
∂Z3
∂X1
∂Z3
∂X2
∂Z3
∂X3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂Zm
∂Xi
∂Zn
∂Xj
∂Zp
∂Xk
εmnp =
√
G , (3.18)
det(
∂zm
∂xi
) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂z1
∂x1
∂z1
∂x2
∂z1
∂x3
∂z2
∂x1
∂z2
∂x2
∂z2
∂x3
∂z3
∂x1
∂z3
∂x2
∂z3
∂x3
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∂zm
∂xi
∂zn
∂xj
∂zp
∂xk
εmnp =
√
g (3.19)
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mit
ε123 = ε231 = ε312 = 1 (Uhrzeigersinn-Permutation)
ε132 = ε213 = ε321 = −1 (entgegen dem Uhrzeigersinn-Permutation) .
Der Deformationsvektor Ci, der die A¨nderungen des Ortsvektors r (Abbildung 3.5) im
Bezug auf die A¨nderungen in materiellen Koordinaten Xi darstellt, lautet
Ci =
∂r
∂Xi
=
∂r
∂xi
∂xi
∂Xi
= gi
∂xi
∂Xi
(3.20)
bzw. fu¨r ra¨umliche Koordinaten:
ci =
∂R
∂xi
=
∂R
∂Xi
∂Xi
∂xi
= Gi
∂Xi
∂xi
, (3.21)
wobei
∂xi
∂Xi
und
∂Xi
∂xi
als Deformations- bzw. umgekehrte Deformationsgradienten definiert sind.
Das Skalarprodukt der Deformationsvektoren wird als Deformationstensor definiert:
Cij = Ci · Cj = gi ∂xi
∂Xi
· gj ∂xj
∂Xj
= gij
∂xi
∂Xi
∂xj
∂Xj
, (3.22)
cij = ci · cj = Gi∂Xi
∂xi
· Gj ∂Xj
∂xj
= Gij
∂Xi
∂xi
∂Xj
∂xj
. (3.23)
Dabei gilt
Cij = Cji und cij = cji . (3.24)
Die Bildung der Determinante auf beiden Seiten in (3.22) ergibt:
det(Cij) = det(gij)
[
det(
∂xi
∂Xi
)
]2
, (3.25)
C = g j2 , (3.26)√
C = j
√
g (3.27)
mit
j = det(
∂xi
∂Xi
). (3.28)
Zusa¨tzliche Eigenschaften sind:
gi × gj = ∂zm
∂xi
∂zn
∂xj
εmnp ip =
∂zm
∂xi
∂zn
∂xj
∂zp
∂xk
εmnp g
k =
√
g gk (3.29)
und entsprechend:
Gi ×Gj =
√
G Gk , (3.30)
Ci ×Cj =
√
C Ck (3.31)
und
gi × gj · gk = ∂zm
∂xi
∂zn
∂xj
∂zp
∂xk
εmnp =
√
g , (3.32)
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und entsprechend:
Gi ×Gj · Gk =
√
G , (3.33)
Ci ×Cj · Gk =
√
C. (3.34)
Die infinitesimalen Fla¨chen und Volumen in gekru¨mmten Koordinaten ergeben sich jeweils
zu:
dA = G1 dX1 ×G2 dX2 = G1 ×G2 dX1 dX2 =
√
G G3 dX1 dX2 , (3.35)
da = C1 dX1 ×C2 dX2 = C1 ×C2 dX1 dX2 =
√
C C3 dX1 dX2 , (3.36)
da
dA
=
√
C
G
C3
G3
=
√
C
G
∂R
∂r
= J
∂R
∂r
(3.37)
und in Komponentenschreibweise zu:
dam = J
∂Xm
∂xm
dAm (3.38)
bzw.
dV = G1 dX1 ×G2 dX2 ·G3 dX3 = G1 ×G2 ·G3 dX1 dX2 dX3
=
√
G dX1 dX2 dX3 , (3.39)
dv = C1 dX1 ×C2 dX2 ·C3 dX3 = C1 ×C2 ·C3 dX1 dX2 dX3
=
√
C dX1 dX2 dX3 , (3.40)
dv =
√
C
G
dV = J dV (3.41)
mit
J =
√
C
G
= j
√
g
G
. (3.42)
3.3.1.3 Dehnungstensor
Durch Deformation treten A¨nderungen der La¨ngen und der Winkel am materiellen Ele-
ment auf. Zur Bestimmung der A¨nderung stellen wir uns zwei Partikel P und Q vor
(Abbildung 3.5); ihre bezogenen ra¨umlichen Positionen am verformten Ko¨rper sind p und
q. Der Abstand zwischen P und Q ist dS bzw. zwischen p und q ist ds. Der Wert ds2−dS2
la¨sst sich als Deformationsmaß definieren.
Zuna¨chst bestimmen wir dS2 wie folgt:
dS2 = dR · dR = GidXi ·GjdXj = GijdXidXj
= Gij
∂Xi
∂xi
∂Xj
∂xj
dxidxj = Gi
∂Xi
∂xi
·Gj ∂Xj
∂xj
dxidxj
= ci · cjdxidxj = cijdxidxj (3.43)
mit
dR =
∂R
∂X1
dX1 +
∂R
∂X2
dX2 +
∂R
∂X3
dX3 =
∂R
∂Xi
dXi = Gi dXi (3.44)
3.3 Grundlagen der Kontinuumsmechanik 17
und analog
ds2 = dr · dr = gidxi · gjdxj = gijdxidxj
= gij
∂xi
∂Xi
∂xj
∂Xj
dXidXj = gi
∂xi
∂Xi
· gj ∂xj
∂Xj
dXidXj
= Ci ·CjdXidXj = CijdXidXj (3.45)
mit
dr =
∂r
∂x1
dx1 +
∂r
∂x2
dx2 +
∂r
∂x3
dx3 =
∂r
∂xi
dxi = gi dxi . (3.46)
Daraus folgt:
ds2 − dS2 = (Cij −Gij)dXidXj = (gij − cij)dxidxj
= 2EijdXidXj = 2eijdxidxj , (3.47)
wobei
Eij =
1
2
(Cij −Gij) und eij = 1
2
(gij − cij) (3.48)
als Lagrange-Dehnungstensor und Euler-Dehnungstensor definiert sind, oder in anderer
Schreibweise:
Eij = εij = (r,i · r,j −R,i ·R,j) mit . . .,i = ∂ . . .
∂Xi
bzw. . . .,j =
∂ . . .
∂Xj
(3.49)
bzw.
eij = ²ij = (r,i · r,j −R,i ·R,j) mit . . .,i = ∂ . . .
∂xi
bzw. . . .,j =
∂ . . .
∂xj
. (3.50)
Mit
E = EijG
iGj , C = CijG
iGj , und G = GijG
iGj = I (3.51)
sowie
e = eijg
igj , c = cijg
igj , und g = gijg
igj = I (3.52)
lassen sich die Dehnungstensoren als Vektoren in den globalen Koordinaten wie folgt
schreiben:
E =
1
2
(C− I) und e = 1
2
(I− c). (3.53)
Der Dehnungstensor la¨sst sich als Funktion der Verschiebung wie folgt schreiben:
Ci =
∂r
∂Xi
=
∂R
∂Xi
+
∂u
∂Xi
= Gi + Um|i Gm (3.54)
bzw.
ci =
∂R
∂xi
=
∂r
∂xi
− ∂u
∂xi
= gi − um|i gm . (3.55)
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Mit
Cij = Ci ·Cj = (Gi + Um|i Gm) · (Gj + Un|j Gn)
= Gij + Ui|j + Uj|i + Um|i Um|j (3.56)
erha¨lt man den Lagrange-Dehnungstensor
Eij =
1
2
(Cij −Gij) = 1
2
(Ui|j + Uj|i + Um|i Um|j) (3.57)
und analog hierzu mit
cij = ci · cj = (gi − um|i gm) · (gj − un|j gn)
= gij + ui|j + uj|i − um|i um|j (3.58)
erha¨lt man den Euler-Dehnungstensor
eij =
1
2
(cij − gij) = 1
2
(ui|j + uj|i − um|i um|j) . (3.59)
Nach der linearen Elastizita¨tstheorie lauten der Lagrange- und der Euler-Dehnungstensor:
Eij =
1
2
(Ui|j + Uj|i) , (3.60)
eij =
1
2
(ui|j + uj|i) . (3.61)
Es ist zu erkennen, dass beide Dehnungstensoren nach Vernachla¨ssigung des nichtlinearen
Terms identisch sind.
3.3.2 Kinetik des festen Ko¨rpers
3.3.2.1 Elasto-plastisches Werkstoffgesetz
Im Gegensatz zum elastischen Verhalten (A.5) wird plastisches Verhalten durch eine nicht
eindeutige Spannungs-Dehnungs-Beziehung charakterisiert. Es treten vielmehr irreversible
Verzerrungsanteile auf, d.h. Anteile, die auch nach Entlastung nicht mehr ru¨ckga¨ngig
gemacht werden ko¨nnen. Es ist jedoch mo¨glich, fu¨r jedes Material eine (approximative)
Spannungs-Dehnungs-Beziehung in inkrementeller Form anzugeben:
dσij = Eijklep dεkl, (3.62)
d.h. fu¨r den jeweils aktuellen Zustand kann eine Verknu¨pfung der zueinander konjugierten
Spannungs- und Dehnungsmaße angegeben werden.
Entsprechend dem in Experimenten erkennbaren Verhalten eines Materials wird ange-
nommen, dass der Raum beliebiger Spannungszusta¨nde in verschiedene Bereiche unter-
teilt werden kann. Jeder Bereich weist andere Werkstoffeigenschaften auf und wird durch
eine oder mehrere Hyperfla¨chen im Spannungsraum begrenzt. Diese sog. Fließfla¨chen F
trennen Bereiche mit elastischem Materialverhalten von solchen, in denen elastische und
plastische Reaktionen auftreten. Eine weitere sog. Bruchfla¨che definiert das Materialver-
sagen und stellt damit den U¨bergang zum idealplastischen Verhalten dar. Außerhalb der
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Bruchfla¨che sind keine Spannungszusta¨nde mo¨glich.
Beschrieben werden diese Hyperfla¨chen sowie die konstitutiven Gleichungen durch die
sog. Invarianten des Spannungstensors (z.B. I1,J2,J3). Diese vom Koordinatensystem un-
abha¨ngigen Gro¨ßen zerlegen die Spannungen in isotrope (σm) und deviatorische (s
ij)
Anteile mit
σm =
1
3
σkk ,
sij = σij − σmδij ,
I1 = 3σm ,
J2 =
1
2
sijsji ,
J3 =
1
3
sijsjkski .
(3.63)
Fu¨r die Beschreibung des Materialverhaltens im elasto-plastischen Bereich wird ange-
nommen, dass die totalen Dehnungen in einen elastischen und einen plastischen Anteil
aufgespalten werden ko¨nnen:
dεij = dε
el
ij + dε
pl
ij , (3.64)
wobei nur der elastische Anteil einen Spannungszuwachs erzeugt:
dσij = Eijkl(dεij − dεplij) . (3.65)
In der rein elastischen Zone, d.h. vor Erreichen der Fließbedingung (F ≤ 0), gehorcht die
Spannungs-Dehnungs-Beziehung einem reversiblen Gesetz (z.B. nach Hooke). Wird die
Belastung gesteigert und der elastische Bereich verlassen (F = 0), so entstehen zusa¨tzliche
plastische Verformungen. Deren Bestimmung erfolgt mit Hilfe zweier Hypothesen.
Die Richtung der plastischen Dehnungen bestimmt sich aus der sog. Fließregel u¨ber die
Normalenableitung einer plastischen Potentialfunktion G:
dεplij =
∂G
∂σij
dλ . (3.66)
Bei Metallen oder auch bindigen Bo¨den la¨sst sich aufgrund der beobachtbaren Stoffeigen-
schaften zu Recht annehmen, dass die Funktion G mit der Fließfunktion u¨bereinstimmt
(assoziierte Fließregel). Insbesondere bei nichtbindigen Bo¨den muss dazu jedoch eine ei-
gene zusa¨tzliche Funktion herangezogen werden (nichtassoziierte Fließregel).
Die Gro¨ße der plastischen Dehnungen (plastischer Multiplikator dλ ≥ 0) wird indirekt
durch das Verfestigungsgesetz festgelegt. Letzteres definiert das Materialverhalten im
elasto-plastischen Bereich durch Beschreibung der Positions- und Gro¨ßenvera¨nderung der
Fließfla¨che im Spannungsraum. Die Konsistenzbedingung fu¨r die Fließfunktion (dF = 0:
Spannungszustand muss wa¨hrend des plastischen Verhaltens stets auf der Fließfla¨che lie-
gen) lautet:
dF =
∂F
∂σij
dσij +
∂F
∂εplij
dεplij = 0 . (3.67)
Nach Einsetzen der Gleichungen (3.65) und (3.66) in (3.67) erha¨lt man:
dF =
∂F
∂σij
(Eijkldεkl − Eijkl ∂G
∂σkl
dλ) +
∂F
∂εplij
∂G
∂σij
dλ (3.68)
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und letztendlich
dλ =
∂F
∂σij
Eijkldεkl
∂F
∂σij
Eijkl ∂G
∂σkl
− ∂F
∂εplij
∂G
∂σij
≥ 0 . (3.69)
Der Term ( ∂F
∂εplij
∂G
∂σij
) spiegelt hier das Verfestigungsverhalten wieder. Er ist bei ideal-
plastischem Material gleich Null. Das Einsetzen der Gleichungen (3.66) und (3.69) in
(3.65) fu¨hrt schließlich zum aktuellen elasto-plastischen konstitutiven Tensor:
dσij = Eijklep dεkl
=
Eijkl − Eijkl ∂G∂σkl ∂F∂σijEijkl∂F
∂σij
Eijkl ∂G
∂σkl
− ∂F
∂εplij
∂G
∂σij
 dεkl . (3.70)
Der zugeho¨rige Spannungstensor lautet:
σi = σi−1 +
∫ εi−1+∆εiep
εi−1
Eiep dε
i
ep . (3.71)
3.3.2.2 Gleichgewichtsbedingungen
Zur Beschreibung der Schnittgro¨ßen eines homogenen linear-elastischen dreidimensiona-
len Ko¨rpers werden hier kartesische Koordinaten verwendet. Die Beschleunigungen u¨j
eines infinitesimalen Volumenelements sind u¨ber das dynamische Gleichgewicht mit den
Komponenten des Spannungstensors σij und des Volumenkraftvektors bj gekoppelt:
σij,i + bj = ρu¨j. (3.72)
Aus dem Momentengleichgewicht am infinitesimalen Volumenelement folgt
σij = σji, (3.73)
und damit die Symmetrie des Spannungstensors.
Die Komponenten des Randspannungsvektors t lassen sich mit Hilfe des Normalenvektors
n beschreiben:
ti = σijnj . (3.74)
Durch Einfu¨hrung der Lame´-Konstanten λ und µ geht das Hookesche Gesetz (A.89) in
folgende Form u¨ber:
σij = 2µεij + λδijεkk . (3.75)
Die Verzerrungen sind bei Vernachla¨ssigung nichtlinearer Terme durch die Verschiebungs-
komponenten eindeutig festgelegt:
εij =
1
2
(ui,j + uj,i). (3.76)
Unter der Verwendung der Gleichungen (3.75) und (3.76) lassen sich die Spannungen in
(3.72) und (3.74) durch die Komponenten des Verschiebungsvektors ausdru¨cken. Dieses
fu¨hrt auf die Naviersche Bewegungsdifferentialgleichung
(λ+ µ)ui,ij + µuj,ii + bj = ρu¨j (3.77)
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mit dem dazugeho¨rigen Randspannungsvektor
ti = (λδijuk,k + µ(ui,j + uj,i))nj . (3.78)
In der Elastodynamik werden die Lame´-Konstanten ha¨ufig durch die Wellengeschwindig-
keiten
cp = c1 =
√
λ+2µ
ρ
und cs = c2 =
√
µ
ρ (3.79)
ersetzt. c1 entspricht der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kompressionswellen und c2
beschreibt die Geschwindigkeit der Scherwellen. Die Bewegungsgleichungen lassen sich
dann entsprechend (3.77) wie folgt darstellen:
(c21 − c22)ui,ij + c22uj,ii +
bj
ρ
= u¨j . (3.80)
Wie alle zeitabha¨ngigen Bewegungsgleichungen la¨sst sich Gleichung (3.80) durch
u(x, t) = uˆeiωt (3.81)
in dem Frequenzbereich wie folgt transformieren:
(c21 − c22)uˆi,ij + c22uˆj,ii +
bj
ρ
= −ω2uˆj. (3.82)
3.3.3 Kinetik des Fluids
3.3.3.1 Massenerhaltungssatz, Kontinuita¨tsgleichung
Nach [Narasimhan 1993] gilt:
Dj
Dt
= j ∇ · v (3.83)
und
DJ
Dt
=
D
Dt
(
j
√
g
G
)
=
√
g
G
Dj
Dt
=
√
g
G
j ∇ · v = J ∇ · v (3.84)
mit v als Geschwindigkeitsvektor und
∇ · v = ∂vi
∂xi
i = 1, 2, 3 .
Daraus ergibt sich:
D(dv)
Dt
=
D
Dt
(J dV ) =
DJ
Dt
dV = J (∇ · v) dV = (∇ · v) dv , (3.85)
wobei dv und dV die infinitesimalen Volumen nach und vor der Deformation beschreiben.
Wa¨hrend einer Deformation oder Stro¨mung bleibt die gesamte Masse unvera¨ndert:∫
v
ρ dv =
∫
V
ρ0 dV = konstant . (3.86)
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Die materielle Zeitableitung dieser Gleichung lautet in globalen und Euler-Koordinaten:
d
dt
∫
v
ρ dv = 0 , (3.87)
d.h.
D
Dt
∫
v
ρ dv =
∫
v
Dρ
Dt
dv +
∫
v
ρ
Ddv
Dt
= 0 (3.88)
mit ∫
v
Dρ(x, t)
Dt
dv =
∫
v
(
∂ρ
∂t
+∇ · ρ v
)
dv (3.89)
und ∫
v
ρ
Ddv
Dt
=
∫
V
ρ
D(J dV )
Dt
=
∫
V
ρ
DJ
Dt
dV
=
∫
V
ρ J(∇ · v) dV
=
∫
v
ρ (∇ · v) dv . (3.90)
Nach Summation von (3.89) und (3.90) erha¨lt man:
D
Dt
∫
v
ρ dv =
∫
v
[
∂ρ
∂t
+∇ · ρ v + ρ (∇ · v)
]
dv
=
∫
v
[
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv)
]
dv = 0 . (3.91)
Hieraus ergibt sich die Kontinuita¨tsgleichung zu:
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0 (3.92)
oder in anderer Schreibweise:
∂ρ
∂t
+ (ρvi),i = 0 i = 1, 2, 3 . (3.93)
3.3.3.2 Konstitutive Gleichung
Fu¨r isotrope Fluide [Chung 1978] ergibt sich der Spannungstensor zu:
σij = −pi δij + λ dkk δij + 2µ dij (3.94)
mit dij bzw. dkk als Rate vom Deformationstensor (A.51); λ und µ sind Viskosita¨tskon-
stanten, die die folgende Voraussetzung nach Stokes erfu¨llen:
3λ+ 2µ = 0 . (3.95)
pi ist in (3.94) der thermodynamische Druck und lautet:
pi = R ρ γ (3.96)
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mit R als Gas-Konstante und ρ als Dichte. Fu¨r γ gilt
γ =
cp
cv
(3.97)
mit cp und cv als spezifische Wa¨rme unter einem konstanten Druck p und einem
konstanten Volumen v.
Fu¨r inkompressible Fluide oder Flu¨ssigkeiten wird der thermodynamische Druck pi mit
dem hydrostatischen Druck p vertauscht, d.h.
σij = −p δij + λ dkk δij + 2µ dij . (3.98)
Fu¨r nicht viskose Flu¨ssigkeiten, die keine Schubspannungen besitzen, vereinfacht sich der
Spannungstensor zu:
σij = −p δij . (3.99)
3.3.3.3 Gleichgewichtsbedingungen
Zur Beschreibung der Kopplung von eingepra¨gten inneren Kra¨ften b, des Flu¨ssigkeits-
druckes p und der Geschwindigkeit u¨ des Fluidelements wird ebenfalls eine dynamische
Gleichgewichtsgleichung verwandt. Fu¨r ein infinitesimales Volumenelement lautet das dy-
namische Gleichgewicht (auch lineares Momentum genannt [Chung 1978]) in i-Richtung
∂σij
∂xj
+ bi = ρ
du˙i
dt
(3.100)
mit
du˙i
dt
=
∂u˙i
∂t
+
∂u˙i
∂xj
u˙j . (3.101)
Fu¨r Beha¨lter [Zienkiewicz und Taylor 1991] geht der konvektive Anteil u¨ber in
∂u˙i
∂xj
u˙j ≈ 0 .
Fu¨r Fluide, die keine Schubfestigkeit besitzen, gilt Gleichung (3.99). Hieraus folgt:
∂σij
∂xj
= − ∂p
∂xj
δij = − ∂p
∂xi
. (3.102)
Damit geht Gleichung (3.100) in folgende Form u¨ber
− ∂p
∂xi
+ bi = ρ
∂2ui
∂t2
. (3.103)
In einer anderen Schreibweise nimmt Gleichung (3.103) folgende Form an:
−grad p+ bi = ρu¨i . (3.104)
Unter isothermen Bedingungen sowie der Annahme einer geringen Kompressibilita¨t
verha¨lt sich die Druck- zur Dichtea¨nderung nach [Zienkiewicz und Taylor 1991] wie
dρ =
ρ
K
dp , (3.105)
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wobei K der Kompressionsmodul ist. Diese Beziehung la¨sst sich auch in der Form
dρ =
1
c2
dp (3.106)
schreiben. Damit gilt
∂ρ
∂t
=
1
c2
∂p
∂t
(3.107)
mit
c =
√
K
ρ
.
Dadurch nimmt die Kontinuita¨tsgleichung (s. Gleichung(3.93)) [Chung 1978]
∂ρ
∂t
+
∂(ρu˙i)
∂xi
= 0 (3.108)
die folgende Form an:
1
c2
∂p
∂t
+
∂(ρu˙i)
∂xi
= 0 . (3.109)
Durch eine weitere Ableitung nach t geht Gleichung (3.109) in
p¨
1
c2
+ ρ
∂u¨i
∂xi
= 0 (3.110)
u¨ber. Durch die Gleichungen (3.103) und (3.110) wird die Geschwindigkeit eliminiert und
die Bewegungsgleichung nimmt folgende Form an:
∂2p
∂x2i
− 1
c2
∂2p
∂t2
= 0 . (3.111)
In anderer Schreibweise geht Gleichung (3.111) in folgende Form u¨ber:
∇2p− 1
c2
p¨ = 0 (3.112)
bzw.
∆p− 1
c2
p¨ = 0. (3.113)
Mit
p(x, t) = pˆeiωt
geht (3.113) in eine frequenzabha¨ngige Gleichung in folgender Form u¨ber:
∆pˆ+
ω2
c2
pˆ = 0 . (3.114)
Unter isothermen Bedingungen sowie der Annahme einer geringen Kompressibilita¨t gibt
es in Lagrange-Koordinaten auch eine Beziehung zwischen dem Flu¨ssigkeitsdruck p und
der Dehnung, die darauf beruht, dass das Flu¨ssigkeitselement sich a¨hnlich wie ein ent-
sprechendes elastisches Volumenelement ohne Schubmodul verha¨lt [Bru¨ggemann 2002].
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Damit kann das Werkstoffgesetz als Bindeglied zwischen dem Flu¨ssigkeitsdruck p und der
Volumena¨nderung der Flu¨ssigkeit (Dilatation e) mit Hilfe des Kompressionsmoduls K
ausgedru¨ckt werden:
p = K e (3.115)
mit
e =
∂ui
∂xi
=
∂u1
∂x1
+
∂u2
∂x2
+
∂u3
∂x3
= ε11 + ε22 + ε33 . (3.116)
Durch Einsetzen von
∂p
∂xj
δij =
∂
∂xj
(
K
∂ui
∂xi
)
δij = K
∂2ui
∂xj∂xi
δij (3.117)
wird der Flu¨ssigkeitsdruck p in (3.103) eliminiert und man erha¨lt:
−K ∂
2ui
∂xj∂xi
δij + bi = ρ
∂2ui
∂2t
(3.118)
bzw.
K
∂2ui
∂2xi
+ ρ
∂2ui
∂2t
− bi = 0 . (3.119)
3.3.3.4 Navier-Stokes-Gleichung
Aus Gleichung (3.94) folgt
∂σij
∂xj
= − ∂pi
∂xj
δij + λ
∂dkk
∂xj
δij + 2µ
∂dij
∂xj
(3.120)
und nach Einsetzen in die Gleichgewichtsgleichung (3.100) ergibt sich die in der Fluidme-
chanik bekannte Navier-Stokes-Gleichung zu:
− ∂pi
∂xj
δij + λ
∂dkk
∂xj
δij + 2µ
∂dij
∂xj
+ bi = ρ
du˙i
dt
. (3.121)
3.4 Bewegungsgleichungen
Die dynamische Berechnung von Mehrmassensystemen entspricht der Lo¨sung der dyna-
mischen Bewegungsgleichung
M u¨+C u˙+K u = P(t) . (3.122)
Sie unterscheidet sich von der bekannten statischen Gleichgewichtsgleichung Ku = P
durch den beschleunigungsbehafteten MassenanteilMu¨ und den geschwindigkeitsabha¨ngi-
gen Da¨mpfungsanteil Cu˙. Bei der dynamischen Berechnung von Tragwerken unter Erd-
beben liegt eine Fußpunktanregung des U¨bergangsrandes aufgrund der Bodenbewegung,
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aber kein expliziter Lastvektor P(t) fu¨r den U¨bergangsrand vor. Mit Hilfe der zeit-
vera¨nderlichen skalaren Bodenbeschleunigung u¨Boden = a(t), deren Verlauf als Akzele-
rogramm einer Bebenkomponente vorliegt, kann eine fiktive zeitabha¨ngige Erdbebenlast
FBeben ermittelt werden:
M u¨rel +C u˙rel +K urel = FBeben(t) = −M u¨Boden . (3.123)
Da durch eine Erdbebenkomponente nur Freiheitsgrade in der jeweiligen Bebenrichtung
aktiviert werden, muss eine diskretisierungsabha¨ngige Vektorgro¨ße u¨Boden ermittelt
werden. Als Ergebnis erha¨lt man die relative Bewegung des Bauwerks urel in Bezug auf
die Bodenbewegung.
Fu¨r die Ermittlung dieser unbekannten Veschiebungskomponenten u bzw. urel stehen
verschiedene Lo¨sungsmethoden zur Verfu¨gung (Anhang B):
• Um Aussagen treffen zu ko¨nnen, wie sich die Struktur gegenu¨ber harmonischen
Anregungen verha¨lt, genu¨gt eine Analyse im Frequenzbereich (Abschnitt B.1.1).
Auch bei stochastischen und transienten Anregungen kann eine Rechnung im Fre-
quenzbereich zu sinnvollen Erkenntnissen fu¨hren, wenn die Ergebnisse mit Hilfe von
Fourier-Transformationen in den Zeitbereich zuru¨cktransformiert werden (Abschnitt
B.1.2).
• Allgemeine Aussagen u¨ber das Verhalten der Struktur ermo¨glicht die Modalanalyse
(Abschnitt B.2). Mit Hilfe der Eigenfrequenzen und Eigenvektoren lassen sich kri-
tische Anregungsfrequenzen und Eigenschwingformen angeben.
• Sind die Zeitverla¨ufe fu¨r bestimmte Anregungsfunktionen gesucht, so kann eine
Rechnung direkt im Zeitbereich vorteilhaft sein (Abschnitt B.3).
Kapitel 4
Finite-Elemente-Formulierung
4.1 Allgemeines
Die Grundlagen der Finite-Elemente-Formulierung zur Modellierung des Flu¨ssigkeit- und
Boden-Volumenelements werden hier dargestellt.
Die Finite-Elemente-Modellierung der Flu¨ssigkeit erfolgt anhand der Verschiebungs-
Formulierung nach Lagrange oder anhand der Druck-Formulierung nach Euler. Bei der
Verschiebungs-Formulierung wird die Flu¨ssigkeit als elastischer Ko¨rper ohne Beru¨cksich-
tigung der Schubfestigkeit behandelt. Alternativ zu der Verschiebungs-Formulierung wird
hier ein Flu¨ssigkeitselement in Druck-Formulierung entwickelt, das im Software-System
FEMAS 2000 noch nicht implementiert ist.
Zur Modellierung des Bodenhalbraums wird der Halbraum in zwei Bereiche unterteilt,
und zwar in den Nahbereich (Fundamentsumgebung) und in den Fernbereich (randloser
Bereich).
Die Modellierung des Bodens im Nahbereich erfolgt nach der Finite-Elemente-Methode.
Zur Diskretisierung wird ein finites Volumenelement mit 8 Knoten in isoparametrischer
Formulierung entwickelt. Neben dem elastischen Modell wird auch ein elasto-plastisches
Bodenmodell verwendet. Seine Formlierung erfolgt mit Hilfe einer Fließfunktion nach
Drucker-Prager [Chen und Baladi 1985] ohne Beru¨cksichtigung der Bodenverfestigung
und wird als Basis fu¨r weitere Entwicklungen von Bodenmodellen im Software-System
FEMAS 2000 implementiert.
4.2 Geometrische Beziehungen eines finiten Volu-
menelements mit 8 Knoten
Die Formfunktion eines finiten Elements mit 8 Knoten (Abbildung 4.1) unter Verwendung
der Einheitskoordinaten ξm lautet:
φL =
1
8
(1 + ξL1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2)(1 + ξ
L
3 ξ3) (4.1)
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in der L die Knotennummer und ξL1 , ξ
L
2 und ξ
L
3 die Einheitskoordinaten des Knotens L
sind. Die Formfunktionen der einzelnen Knoten ergeben sich zu:
φ1 =
1
8
(1− ξ1)(1− ξ2)(1− ξ3) ,
φ2 =
1
8
(1 + ξ1)(1− ξ2)(1− ξ3) ,
φ3 =
1
8
(1 + ξ1)(1 + ξ2)(1− ξ3) ,
φ4 =
1
8
(1− ξ1)(1 + ξ2)(1− ξ3) ,
φ5 =
1
8
(1− ξ1)(1− ξ2)(1 + ξ3) ,
φ6 =
1
8
(1 + ξ1)(1− ξ2)(1 + ξ3) ,
φ7 =
1
8
(1 + ξ1)(1 + ξ2)(1 + ξ3) ,
φ8 =
1
8
(1− ξ1)(1 + ξ2)(1 + ξ3).
(4.2)
x 2
x 1
ξ 2
( 1 )
( 2 )
( 3 )
( 4 )
( 5 )
( 6 )
( 7 )
( 8 )
ξ
1
ξ
3
x 3
Abbildung 4.1: 3-D finites Element mit 8 Knoten
Die Verschiebungen um innerhalb des Elements unter Verwendung der Knotenverschie-
bungen vLm ergeben sich zu:
um =
8∑
L=1
φL vLm (4.3)
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oder in Matrixschreibweise
u = Φv (4.4)
mit
u =

u1
u2
u3
 , v =

v11
v12
v13
...
v81
v82
v83

(4.5)
und
Φ =
 φ
1 0 0 φ2 0 0 · · · φ8 0 0
0 φ1 0 0 φ2 0 · · · 0 φ8 0
0 0 φ1 0 0 φ2 · · · 0 0 φ8
 . (4.6)
Analog ergibt sich der Ortsvektor r innerhalb des Elements zu:
r =
8∑
L=1
φL XLm im (4.7)
oder in Matrixschreibweise
r = ΦX (4.8)
mit
r =

x1
x2
x3
 , X =

X11
X12
X13
...
X81
X82
X83

(4.9)
und Φ wie in (4.6).
Die Basisvektoren ai bezogen auf die Einheitskoordinaten ξi lauten:
ai = r,i =
8∑
L=1
φL,i X
L
m im (4.10)
und der zugeho¨rige Metriktensor
aij = r,i · r,j =
8∑
L=1
8∑
K=1
φL,i φ
K
,j X
L
m X
K
n δmn . (4.11)
Die Christoffelsymbole sind gegeben durch:
Γmij = a
m ai,j (4.12)
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mit
ai,j =
8∑
L=1
φL,ij X
L
m im . (4.13)
Das infinitesimale Volumen ergibt sich zu:
dΩ =
√
a dξ1 dξ2 dξ3 (4.14)
mit
√
a = det(
∂xm
∂ξi
) = ai × aj · ak . (4.15)
Die partielle Ableitung der Formfunktion (4.1) nach ξ1 ergibt sich zu:
∂φL
∂ξ1
=
1
8
ξL1 (1 + ξ
L
2 ξ2)(1 + ξ
L
3 ξ3), (4.16)
nach ξ2 zu:
∂φL
∂ξ2
=
1
8
ξL2 (1 + ξ
L
1 ξ1)(1 + ξ
L
3 ξ3) (4.17)
und nach ξ3 zu:
∂φL
∂ξ3
=
1
8
ξL3 (1 + ξ
L
1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2). (4.18)
Die partiellen Ableitungen der Formfunktion nach den Einheitskoordinaten ξm lassen sich
durch die Kettenregel in das Koordinatensystem xm transformieren:
∂φL
∂xm
=
∂φL
∂ξ1
∂ξ1
∂xm
+
∂φL
∂ξ2
∂ξ2
∂xm
+
∂φL
∂ξ3
∂ξ3
∂xm
. (4.19)
In Matrixschreibweise ergeben sich die Ableitungen zu:
∂φL
∂x1
∂φL
∂x2
∂φL
∂x3

=

∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x1
∂ξ3
∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ2
∂x2
∂ξ3
∂x2
∂ξ1
∂x3
∂ξ2
∂x3
∂ξ3
∂x3


∂φL
∂ξ1
∂φL
∂ξ2
∂φL
∂ξ3

(4.20)
mit 
∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x1
∂ξ3
∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ2
∂x2
∂ξ3
∂x2
∂ξ1
∂x3
∂ξ2
∂x3
∂ξ3
∂x3
 =

∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ1
∂x3
∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x2
∂ξ2
∂x3
∂ξ2
∂x1
∂ξ3
∂x2
∂ξ3
∂x3
∂ξ3

−1
=

a1i1 a1i2 a1i3
a2i1 a2i2 a2i3
a3i1 a3i2 a3i3

−1
. (4.21)
4.3 Grundlagen der Finite-Elemente-Methode 31
4.3 Grundlagen der Finite-Elemente-Methode
4.3.1 Prinzip der virtuellen Arbeit
Das Prinzip der virtuellen Arbeit, oder genauer gesagt, der virtuellen Verschiebungen,
kann wie folgt in seiner allgemeinen Form angegeben werden:
δ∗A = δ∗Ai + δ∗Aa = 0 . (4.22)
Der a¨ußere Arbeitsanteil setzt sich aus den Anteilen der jeweiligen a¨ußeren Kra¨fte zusam-
men, die auf ihren korrespondierenden Weggro¨ßen Arbeit leisten:
δ∗Aa = δALast + δATraeg + δADaempf . (4.23)
Die einzelnen Anteile ko¨nnen wie folgt interpretiert werden:
Virtuelle Arbeit der a¨ußeren Lasten:
δALast =
∫
Ω
δuTb dΩ +
∫
Γ
δuT t dΓ (4.24)
Virtuelle Arbeit der Tra¨gheitskra¨fte:
δATraeg = −
∫
Ω
δuTρ u¨ dΩ (4.25)
Virtuelle Arbeit der Da¨mpfungskra¨fte:
δADaempf = −
∫
Ω
δuT c u˙ dΩ (4.26)
Der innere Anteil beru¨cksichtigt die inneren Kraftgro¨ßen, die auf ihren korrespondierenden
Weggro¨ßen, also den Verzerrungen, Arbeit leisten:
δ∗Ai = −
∫
Ω
δεTσ dΩ . (4.27)
Nach Einsetzen der Gleichungen (4.24) bis (4.27) nimmt die Gleichung (4.22) folgende
Form an:
−
∫
Ω
δεTσ dΩ−
∫
Ω
δuT c u˙ dΩ−
∫
Ω
δuTρ u¨ dΩ+
∫
Ω
δuTb dΩ+
∫
Γ
δuT t dΓ = 0.(4.28)
4.3.2 Inkrementelles Prinzip der virtuellen Verschiebung
Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen beha¨lt als Energieaussage auch bei nichtlinea-
ren Tragwerken unvera¨ndert Gu¨ltigkeit. Die Verschiebung als unabha¨ngige Gro¨ße kann
direkt inkrementiert werden:
u = u+
+
u mit
+
u= δu und
++
u = δ2u = 0 (4.29)
bzw.
r = r+
+
r mit
+
r= δr und
++
r = δ2r = 0 . (4.30)
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A u s g a n g s z u s t a n d
G r u n d z u s t a n d
N a c h b a r z u s t a n d
G 1
G 3
G 2
C 1
C 2
C 3
C 2
C 3
C 1
P 0
P
P
u
δ u
u = u + δ u
R
r r
z 3
z 1
z 2
i 3
i 1i 2
Abbildung 4.2: Darstellung der Verformungszusta¨nde
Analog werden auch die Geschwindigkeit und die Beschleunigung inkrementiert:
u˙ = u˙+
+
u˙ , (4.31)
u¨ = u¨+
+
u¨ . (4.32)
Die Verzerrung ha¨ngt u¨ber nichtlineare kinematische Gleichungen von den Verformungen
ab:
ε = ε(u) . (4.33)
Die Verzerrung im Nachbarzustand ε(u+
+
u) soll durch den Grundzustand und das Inkre-
ment ausgedru¨ckt werden. Infolge der Nichtlinearita¨t muss ε zuerst in einer Taylorreihe im
Grundzustand entwickelt werden, die nach dem quadratischen Glied abgebrochen wird:
ε(u+
+
u) = ε¯+ δε+
1
2
δ2ε . (4.34)
Gleichung (4.34) kann auch in folgender Form geschrieben werden:
ε = ε+
+
ε +
++
ε . (4.35)
Fu¨r den inkrementellen Zustand ergibt sich der Verzerrungstensor εij in seiner 0., 1. und
2. Variation zu:
ε¯ij =
1
2
(r¯,i · r¯,j −R,i ·R,j) , (4.36)
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δεij = δ
(
1
2
(r¯,i · r¯,j −R,i ·R,j)
)
=
1
2
(
+
r,i ·r¯,j + r¯,i· +r,j) , (4.37)
δ2εij = δ
(
1
2
(
+
r,i ·r¯,j + r¯,i· +r,j)
)
=
1
2
(
+
r,i · +r,j + +r,i · +r,j) = (+r,i · +r,j) . (4.38)
Analog hierzu:
ε¯ij =
1
2
(U¯i|j + U¯j|i + U¯m|i U¯m|j) , (4.39)
δεij =
1
2
(
+
U i |j+
+
U j |i+
+
Um |i U¯m|j + U¯m|i
+
U
m|j)
=
1
2
(
+
U i |j+
+
U j |i) + 1
2
(
+
Um |i U¯m|j + U¯m|i
+
U
m|j) , (4.40)
δ2εij =
1
2
(
+
Um |i
+
U
m|j+
+
Um |i
+
U
m|j) = (
+
Um |i
+
U
m|j) . (4.41)
Das Materialgesetz wird ebenfalls in einer Taylorreihe entwickelt:
σ = σ +
dσ
dε
+
ε= σ + ET
+
ε , (4.42)
wobei ET die tangentiale Werkstoffmatrix bezeichnet. Die Grundzustandsspannung σ
wird durch Integration des inkrementellen Werkstoffgesetzes la¨ngs des Verzerrungspfades
gewonnen:
σ =
∫ ε
0
ET dε . (4.43)
Mit der Lasteninkrementierung gema¨ß
b = b+∆b , (4.44)
t = t+∆t (4.45)
sind alle mechanischen Variablen inkrementiert und das Gleichgewicht im Nachbarzu-
stand kann formuliert werden. Dabei gilt fu¨r die Variationen, dass der Grundzustand als
unvera¨nderlicher, bekannter Zustand nicht variiert werden kann, somit die Variation nur
die unbekannten Inkremente betrifft:
δu = δ(u¯+
+
u) = δ
+
u , (4.46)
δε = δ(ε¯+
+
ε +
++
ε ) = δ
+
ε +δ
++
ε . (4.47)
Nach Einsetzen in Gleichung (4.28) erha¨lt man:
−
∫
Ω
(δ
+
ε +δ
++
ε )T (σ + ET
+
ε) dΩ−
∫
Ω
δ
+
uT c (u˙+
+
u˙) dΩ−
∫
Ω
δ
+
uTρ (u¨+
+
u¨) dΩ
+
∫
Ω
δ
+
uT (b+∆b) dΩ +
∫
Γ
δ
+
uT (t+∆t) dΓ = 0 . (4.48)
Dabei gilt
δ
++
ε ET
+
ε≈ 0 . (4.49)
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Damit ergibt sich die inkrementelle Arbeitsgleichung zu:
−
∫
Ω
δ
+
εTσ dΩ−
∫
Ω
δ
+
εTET
+
ε dΩ−
∫
Ω
δ
++
ε Tσ dΩ−
∫
Ω
δ
+
uT c (u˙+
+
u˙) dΩ
−
∫
Ω
δ
+
uTρ (u¨+
+
u¨) dΩ +
∫
Ω
δ
+
uT (b+∆b) dΩ +
∫
Γ
δ
+
uT (t+∆t) dΓ = 0 . (4.50)
4.3.3 Isoparametrische Finite-Elemente-Formulierung
4.3.3.1 Lineare Elementmatrizen
Die Verschiebung, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung innerhalb eines Elements
werden durch
u = Φ v , (4.51)
u˙ = Φ v˙ , (4.52)
u¨ = Φ v¨ (4.53)
und
δu = Φ δv (4.54)
beschrieben, wobei Φ die Formfunktion und v der Knotenverschiebungsvektor sind. Die
Verzerrungen und die Spannungen ergeben sich zu:
ε = Dk u = Dk Φ v = B v , (4.55)
δε = B δv , (4.56)
σ = E ε = E B v (4.57)
mit Dk als Differentialoperator, E als Werkstoffmatrix und B als Verschiebungs-
Verzerrungsmatrix.
Durch Einsetzen in (4.28) erha¨lt man:
−δvT
{∫
Ω
BT E B v dΩ +
∫
Ω
ΦT c Φ v˙ dΩ +
∫
Ω
ΦT ρ Φ v¨ dΩ
−
∫
Ω
ΦT b dΩ−
∫
Γ
ΦT t dΓ
}
= 0 (4.58)
Die einzelnen Anteile ko¨nnen wie folgt interpretiert werden:
• Lineare Steifigkeitsmatrix K:
K =
∫
Ω
BT E B dΩ (4.59)
• Da¨mpfungsmatrix C:
C =
∫
Ω
ΦT c Φ dΩ (4.60)
• Konsistente Massenmatrix M:
M =
∫
Ω
ΦT ρ Φ dΩ (4.61)
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• Lastvektor P:
P =
∫
Ω
ΦT b dΩ +
∫
Γ
ΦT t dΓ (4.62)
Damit ergibt sich das lineare Elementgleichgewicht zu
M v¨ +C v˙ +K v = P . (4.63)
4.3.3.2 Nichtlineare Elementmatrizen
An der Diskretisierung der Verschiebungsfelder a¨ndert sich durch den U¨bergang auf nicht-
lineare Probleme nichts. Die Formfunktionen werden sowohl fu¨r die inkrementellen Ver-
formungen als auch fu¨r die Grundzustandsverzerrungen u¨bernommen:
u = Φ v,
+
u= Φ
+
v , (4.64)
u˙ = Φ v˙,
+
u˙= Φ
+
v˙ , (4.65)
u¨ = Φ v¨,
+
u¨= Φ
+
v¨ . (4.66)
Aus der inkrementellen Verzerrung ko¨nnen die inkrementellen Freiheitsgrade separiert
werden:
+
ε=
+
B
+
v, δ
+
ε=
+
B δ
+
v , (4.67)
++
ε =
+
vT
++
B
+
v (4.68)
und
δ
++
ε = δ(
+
vT
++
B
+
v)
= δ
+
vT
++
B
+
v +
+
vT
++
B δ
+
v
= δ
+
vT
++
B
+
v +δ
+
vT
++
B
T +v
= δ
+
vT (
++
B +
++
B
T )
+
v . (4.69)
Die inkrementelle Spannung ergibt sich zu
+
σ= ET
+
B
+
v . (4.70)
Setzt man alle diskretisierten Gro¨ßen in (4.50) ein, so erha¨lt man
−δ+vT
{∫
Ω
+
BTσ dΩ +
∫
Ω
+
BTET
+
B dΩ
+
v +
∫
Ω(
++
B +
++
B T )σ dΩ
+
v +
∫
ΩΦ
T c Φ v˙ dΩ
+
∫
ΩΦ
T c Φ
+
v˙ dΩ +
∫
ΩΦ
Tρ Φ v¨ dΩ +
∫
ΩΦ
Tρ Φ
+
v¨ dΩ− ∫ΩΦT (b+∆b) dΩ
− ∫ΓΦT (t+∆t) dΓ} = 0. (4.71)
Die einzelnen Anteile ko¨nnen wie folgt interpretiert werden:
• Nichtlineare Steifigkeitsmatrix Knl:
Knl =
∫
Ω
+
B
TET
+
B dΩ (4.72)
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• Geometrische Steifigkeitsmatrix Kg:
Kg =
∫
Ω
(
++
B +
++
B
T )σ dΩ (4.73)
• Vektor der inneren Kra¨fte Fi:
Fi =
∫
Ω
+
B
Tσ dΩ (4.74)
• Da¨mpfungsmatrix C:
C =
∫
Ω
ΦT c Φ dΩ (4.75)
• Konsistente Massenmatrix M:
M =
∫
Ω
ΦTρ Φ dΩ (4.76)
• Vektor der Massentra¨gheitskra¨fte Fm:
Fm =
∫
Ω
ΦTρ Φ v¨ dΩ (4.77)
• Vektor der Da¨mpfungskra¨fte Fc:
Fc =
∫
Ω
ΦT c Φ v˙ dΩ (4.78)
• Grundzustandslastvektor P:
P =
∫
Ω
ΦTb dΩ +
∫
Γ
ΦT t dΓ (4.79)
• Lastinkrement ∆P:
∆P =
∫
Ω
ΦT∆b dΩ +
∫
Γ
ΦT∆t dΓ (4.80)
Damit ergibt sich das tangentiale Elementgleichgewicht zu:
M
+
v¨ +C
+
v˙ +KT
+
v= P+∆P− Fi − Fc − Fm (4.81)
mit
KT = (Knl +Kg) . (4.82)
Die Lo¨sung des Gleichungssystem kann mittels inkrementell-iterativen Algorithmen erzielt
werden.
4.4 Flu¨ssigkeit-Volumenelement
4.4.1 Verschiebungs-Formulierung (Lagrange)
4.4.1.1 Geometrische Beziehungen
Die geometrischen Beziehungen und die zugeho¨rigen Ableitungen sind in Abschnitt 4.2
dargestellt.
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4.4.1.2 Herleitung der Finite-Elemente-Gleichung mit Hilfe des Arbeitsprin-
zips
Durch die Anwendung des Arbeitsprinzips nimmt die dynamische Gleichgewichtsgleichung
folgende Form an:
−
∫
Ω
δεT σ dΩ +
∫
Ω
δuT b dΩ =
∫
Ω
δuT ρ u¨ dΩ . (4.83)
Aus den Gleichungen (3.99), (3.115) und (3.116) folgt:
σii = p = K e = K(ε11 + ε22 + ε33) mit σij = 0 fu¨r i 6= j (4.84)
.
Wird Gleichung (4.84) in Matrixform geschrieben, erha¨lt man:
σ11
σ22
σ33
 =
 K K KK K K
K K K


ε11
ε22
ε33
 (4.85)
mit 
ε11
ε22
ε33
 =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
0 0 ∂...
∂x3


u1
u2
u3
 . (4.86)
Nach [Bru¨ggemann 2002] und unter Beru¨cksichtigung der reduzierten Integrationspunkte
wird dazu eine Rotationsmatrix eingebaut. Damit wird die Rotationsenergie des Elements
bei der dynamischen Analyse kontrolliert. Die konstitutive Beziehung, die diese Rotati-
onsenergie beschreibt, lautet
σij = Krot Ωij , (4.87)
die in Matrixform wie folgt geschrieben wird:
σ12
σ23
σ31
 =
 Krot 0 00 Krot 0
0 0 Krot


2Ω12
2Ω23
2Ω31
 (4.88)
mit
Ωij =
1
2
(ui,j − uj,i) . (4.89)
Gleichung (4.89) la¨sst sich in Matrixform wie folgt schreiben:
2Ω12
2Ω23
2Ω31
 =

∂...
∂x2
− ∂...
∂x1
0
0 ∂...
∂x3
− ∂...
∂x2− ∂...
∂x3
0 ∂...
∂x1


u1
u2
u3
 . (4.90)
Der Faktor Krot wird iterativ durch den Vergleich der berechneten ersten Kreisfrequenz
ω1 mit der Kreisfrequenz aus folgenden Ausdru¨cken nach Housner [Meskouris 1999] be-
rechnet:
ω2 =
1, 84 · g
R
· tanh
(
1, 84 · H
R
)
(4.91)
38 Kapitel 4: Finite-Elemente-Formulierung
fu¨r zylindrische Tankbauwerke und
ω2 =
1, 58 · g
L
· tanh
(
1, 58 · H
L
)
(4.92)
fu¨r rechteckige Tankbauwerke, mit ω als Kreiseigenfrequenz (rad/Sec.), R als Tankradius,
L halbe Tankla¨nge,H als Wasserho¨he und g als Erdbeschleunigung (9, 81m/s2) berechnet.
Die Verschiebungs-Verzerrungsmatrix B ergibt sich zu:
B = Dk Φ . (4.93)
Mit
Dk =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
0 0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
− ∂...
∂x1
0
0 ∂...
∂x3
− ∂...
∂x2− ∂...
∂x3
0 ∂...
∂x1

(4.94)
erha¨lt man:
Dk Φ =

∂φ1
∂x1
0 0 ∂φ
2
∂x1
0 0 · · · ∂φ8
∂x1
0 0
0 ∂φ
1
∂x2
0 0 ∂φ
2
∂x2
0 · · · 0 ∂φ8
∂x2
0
0 0 ∂φ
1
∂x3
0 0 ∂φ
2
∂x3
· · · 0 0 ∂φ8
∂x3
∂φ1
∂x2
−∂φ1
∂x1
0 ∂φ
2
∂x2
−∂φ2
∂x1
0 · · · ∂φ8
∂x2
−∂φ8
∂x1
0
0 ∂φ
1
∂x3
−∂φ1
∂x2
0 ∂φ
2
∂x3
−∂φ2
∂x2
· · · 0 ∂φ8
∂x3
−∂φ8
∂x2
−∂φ1
∂x3
0 ∂φ
1
∂x1
−∂φ2
∂x3
0 ∂φ
2
∂x1
· · · −∂φ8
∂x3
0 ∂φ
8
∂x1

6×24
.
(4.95)
4.4.1.3 Elementmatrizen
Die lineare Steifigkeitsmatrix K ergibt sich zu:
[K]24×24 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[B]T24×6 [E]6×6 [B]6×24
√
a dξ1dξ2dξ3 (4.96)
mit der Werkstoffmatrix
E =

K K K 0 0 0
K K K 0 0 0
K K K 0 0 0
0 0 0 Krot 0 0
0 0 0 0 Krot 0
0 0 0 0 0 Krot

, (4.97)
die den Kompressionsmodul K und einen Rotationsfaktor Krot entha¨lt.
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Die konsistente Massenmatrix M ergibt sich mit der Dichte ρ zu:
[M]24×24 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[Φ]T24×3 ρ [Φ]3×24
√
a dξ1dξ2dξ3 . (4.98)
4.4.1.4 Herleitung der Finite-Elemente-Gleichung mit Hilfe der Methode der
gewichteten Residuen (Galerkin-Verfahren)
Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung in Verschiebungs-Formulierung (3.119):
K
∂2ui
∂x2i
+ ρ
∂2ui
∂t2
− bi = 0.
Ersetzt man u durch Φ v, tritt ein residualer Fehler (²) auf:
K
∂2ui
∂x2i
+ ρ
∂2ui
∂t2
− bi = ². (4.99)
Wird nach dem Galerkin-Verfahren die Bewegungsgleichung mit Φ als gewichteter Funk-
tion multipliziert, nimmt sie folgende Form an:
(²,Φ) =
∫
Ω
(
K
∂2ui
∂x2i
+ ρ
∂2ui
∂t2
− bi
)
Φ dΩ = 0 , (4.100)
∫
Ω
K
∂2ui
∂x2i
Φ dΩ +
∫
Ω
ρ
∂2ui
∂t2
Φ dΩ−
∫
Ω
bi Φ dΩ = 0. (4.101)
Durch partielle Integration erha¨lt man:∫
Γ
K
∂ui
∂xi
Φ dΓ−
∫
Ω
∂ui
∂xi
K
∂Φ
∂xi
dΩ +
∫
Ω
ρ
∂2ui
∂t2
Φ dΩ−
∫
Ω
bi dΩ = 0. (4.102)
Hierbei wird der Term∫
Γ
K
∂ui
∂xi
Φ dΓ =
∫
Γ
K
∂ui
∂xi
Φ∗ dΓ (4.103)
als separates Randbedingungselement beru¨cksichtigt, da es schwierig ist, eine Interpola-
tionsfunktion zu finden, die Doma¨ne und Rand erfu¨llt. Mit u = Φ v wird die Finite-
Elemente-Gleichung innerhalb des Gebiets Ω in folgender Form umformuliert:
−
∫
Ω
∂ΦT
∂xi
K
∂Φ
∂xi
dΩ v +
∫
Ω
ΦTρ Φ dΩ v¨ −
∫
Ω
ΦTb dΩ = 0 (4.104)
oder in allgemeiner Form wie folgt geschrieben:
−
∫
Ω
∇ΦT K ∇Φ dΩ v +
∫
Ω
ΦTρ Φ dΩ v¨ −
∫
Ω
ΦTb dΩ = 0 (4.105)
mit
∇ = grad (· · ·) =

∂···
∂x1
∂···
∂x2
∂···
∂x3
 . (4.106)
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Die Finite-Elemente-Gleichung (4.105) lautet in Matrixschreibweise dann:
K v +M v¨ = F (4.107)
mit
K =
∫
Ω
∇ΦT K ∇Φ dΩ, (4.108)
M =
∫
Ω
ΦTρ Φ dΩ, (4.109)
F =
∫
Ω
ΦTb dΩ (4.110)
und
∇Φ =

∂φ1
∂x1
0 0 ∂φ
2
∂x1
0 0 · · · ∂φ8
∂x1
0 0
0 ∂φ
1
∂x2
0 0 ∂φ
2
∂x2
0 · · · 0 ∂φ8
∂x2
0
0 0 ∂φ
1
∂x3
0 0 ∂φ
2
∂x3
· · · 0 0 ∂φ8
∂x3

3×8
. (4.111)
4.4.2 Druck-Formulierung (Euler)
4.4.2.1 Geometrische Beziehung
Die geometrischen Beziehungen und die zugeho¨rigen Ableitungen sind in Abschnitt 4.2
dargestellt.
Der Druck p innerhalb des Elements unter Verwendung des Knotendrucks pL ergibt sich
zu:
p =
8∑
L=1
φL pL (4.112)
oder in Matrixschreibweise zu:
p = ΦP (4.113)
mit
P =

p1
p2
...
p8
 (4.114)
und
Φ =
{
φ1 φ2 · · · φ8
}
. (4.115)
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4.4.2.2 Herleitung der Finite-Elemente-Gleichung mit Hilfe der Methode der
gewichteten Residuen (Galerkin-Verfahren)
Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung in Druck-Formulierung (3.111):
∂2p
∂x2i
− 1
c2
∂2p
∂t2
= 0.
Ersetzt man p durch Φ P, tritt ein residualer Fehler (²) auf:
∂2p
∂x2i
− 1
c2
∂2p
∂t2
= ². (4.116)
Wird nach dem Galerkin-Verfahren die Bewegungsgleichung mit Φ als gewichteter Funk-
tion multipliziert, nimmt sie folgende Form an:
(²,Φ) =
∫
Ω
(
∂2p
∂x2i
− 1
c2
∂2p
∂t2
)
Φ dΩ = 0 , (4.117)
∫
Ω
∂2p
∂x2i
Φ dΩ−
∫
Ω
1
c2
∂2p
∂t2
Φ dΩ = 0. (4.118)
Durch partielle Integration erha¨lt man:∫
Γ
∂p
∂xi
Φ dΓ−
∫
Ω
∂p
∂xi
∂Φ
∂xi
dΩ−
∫
Ω
1
c2
∂p
∂t2
Φ dΩ = 0. (4.119)
Hierbei wird der Term∫
Γ
∂p
∂xi
Φ dΓ =
∫
Γ
∂p
∂xi
Φ∗ dΓ (4.120)
wie in Abschnitt 4.4.1.4 als separates Randbedingungselement beru¨cksichtigt, da es
schwierig ist, eine Interpolationsfunktion zu finden, die Doma¨ne und Rand erfu¨llt. Mit
p = Φ P wird die Finite-Elemente-Gleichung innerhalb des Gebiets Ω in folgender Form
umformuliert:∫
Ω
∂ΦT
∂xi
∂Φ
∂xi
dΩ P+
∫
Ω
ΦT
1
c2
Φ dΩ P¨ = 0, (4.121)
oder in allgemeiner Form wie folgt geschrieben:∫
Ω
∇ΦT ∇Φ dΩ P+
∫
Ω
ΦT
1
c2
Φ dΩ P¨ = 0 (4.122)
mit ∇ = grad (· · ·) wie in (4.106).
Die Finite-Elemente-Gleichung (4.122) lautet in Matrixnotation dann:
H P+ S P¨ = 0 (4.123)
mit
H =
∫
Ω
∇ΦT ∇Φ dΩ, (4.124)
S =
∫
Ω
ΦT
1
c2
Φ dΩ (4.125)
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und
∇Φ =

∂φ1
∂x1
∂φ2
∂x1
· · · ∂φ8
∂x1
∂φ1
∂x2
∂φ2
∂x2
· · · ∂φ8
∂x2
∂φ1
∂x3
∂φ2
∂x3
· · · ∂φ8
∂x3

3×8
. (4.126)
4.4.2.3 Elementmatrizen
Die H-Matrix ergibt sich zu:
[H]8×8 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[∇Φ]T8×3 [∇Φ]3×8
√
a dξ1dξ2dξ3 . (4.127)
Die S-Matrix ergibt sich zu:
[S]8×8 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[Φ]T8×3
1
c2
[Φ]3×8
√
a dξ1dξ2dξ3 . (4.128)
4.4.2.4 Kopplung Flu¨ssigkeit-Struktur
Zur Simulation des Schwingungsverhaltens eines flu¨ssigkeitsgefu¨llten Beha¨lters ist es
erforderlich, die gekoppelten Systemgleichungen aufzustellen und gemeinsam zu lo¨sen.
Die Bewegungsgleichung der Flu¨ssigkeit
S P¨+H P = FF (4.129)
und der Struktur
M v¨ +K v = FS (4.130)
mu¨ssen die dynamischen und kinematischen U¨bergangsbedingungen erfu¨llen. Vorausge-
setzt wird hier, dass der Kontakt zwischen Struktur und Flu¨ssigkeit reibungsfrei erfolgt.
Der Kopplungsalgorithmus muss so den folgenden U¨bergangsbedingungen genu¨gen:
• Die Tangentialkomponente der auf die Struktur wirkenden Fla¨chenlast ist gleich
Null,
• die Normalkomponente dieser Fla¨chenlast ist identisch der hydrodynamischen
Oberfla¨che der Flu¨ssigkeit und
• die Normalkomponente der Geschwindigkeit der an der Kontaktfla¨che befindlichen
Flu¨ssigkeitsteilchen ist gleich der entsprechenden Geschwindigkeitskomponente der
Strukturfla¨che.
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Liegen die Flu¨ssigkeitsmatrizen in einer Druck-Formulierung vor, lassen sich die dynami-
schen Kopplungsbedingungen wie folgt darstellen:
FS =
∫
Γ
ΦTv n p dΓ =
(∫
Γ
ΦTv n Φp dΓ
)
P = Q P (4.131)
und
FF = −ρF
∫
Γ
ΦTp n
T

v¨1
v¨2
v¨3
 dΓ = −ρF
(∫
Γ
ΦTp n
T Φv dΓ
)
v¨ = −ρFQT v¨ (4.132)
mit n als Vektor normal zur Kontaktfa¨che und Φv und Φp als Formfunktion der Kon-
taktfla¨che auf Struktur- sowie auf der Flu¨ssigkeitsseite.
Mit Hilfe dieser Kopplungsbedingungen la¨sst sich das unsymmetrische Gleichungssystem
angeben:[
M 0
ρFQT S
]{
v¨
P¨
}
+
[
K −Q
0 H
]{
v
P
}
=
{
0
0
}
. (4.133)
Die Lo¨sung dieses Gleichungssystems ergibt die erforderlichen Gro¨ßen.
4.5 Boden-Volumenelement
4.5.1 Kinematische Beziehung
4.5.1.1 Lineare Beziehung
Der Verzerrungstensor lautet im linearen Zustand:
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
(4.134)
oder in Matrixschreibweise
ε = Dk u (4.135)
mit
ε =

ε11
ε22
ε33
2ε12
2ε23
2ε31

, Dk =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
0 0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0
0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x3
0 ∂...
∂x1

und u =

u1
u2
u3
 . (4.136)
Die Verschiebungs-Verzerrungsmatrix B ergibt sich demnach zu:
B = Dk Φ (4.137)
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mit
Dk Φ =

∂φ1
∂x1
0 0 ∂φ
2
∂x1
0 0 · · · ∂φ8
∂x1
0 0
0 ∂φ
1
∂x2
0 0 ∂φ
2
∂x2
0 · · · 0 ∂φ8
∂x2
0
0 0 ∂φ
1
∂x3
0 0 ∂φ
2
∂x3
· · · 0 0 ∂φ8
∂x3
∂φ1
∂x2
∂φ1
∂x1
0 ∂φ
2
∂x2
∂φ2
∂x1
0 · · · ∂φ8
∂x2
∂φ8
∂x1
0
0 ∂φ
1
∂x3
∂φ1
∂x2
0 ∂φ
2
∂x3
∂φ2
∂x2
· · · 0 ∂φ8
∂x3
∂φ8
∂x2
∂φ1
∂x3
0 ∂φ
1
∂x1
∂φ2
∂x3
0 ∂φ
2
∂x1
· · · ∂φ8
∂x3
0 ∂φ
8
∂x1

6×24
. (4.138)
4.5.1.2 Nichtlineare Beziehung
Der Verzerrungstensor εij lautet fu¨r den inkrementellen Zustand in seiner 0., 1. und 2.
Variation:
ε¯ij =
1
2
(
∂u¯i
∂xj
+
∂u¯j
∂xi
+
∂u¯m
∂xi
∂u¯m
∂xj
)
, (4.139)
+
εij =
1
2
∂ +ui
∂xj
+
∂
+
uj
∂xi
+ 1
2
∂ +um
∂xi
∂u¯m
∂xj
+
∂u¯m
∂xi
∂
+
um
∂xj
 , (4.140)
++
ε ij =
1
2
∂ +um
∂xi
∂
+
um
∂xj
 (4.141)
(mit ui|j = ui,j bei kartesischen Koordinaten).
Der inkrementelle Verzerrungstensor
+
εij ergibt sich in Matrixnotation zu:
+
ε=
+
Dk u (4.142)
mit
+
ε=

+
ε11
+
ε22
+
ε33
2
+
ε12
2
+
ε23
2
+
ε31

,
+
u=

+
u1
+
u2
+
u3
 . (4.143)
Der inkrementelle Differentialoperator
+
Dk la¨sst sich in einen linearen Teil
+
Dlk und einen
nichtlinearen Teil
+
Dnlk zerlegen:
+
Dk=
+
D
l
k +
+
D
nl
k (4.144)
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mit
+
D
l
k =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
0 0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0
0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x3
0 ∂...
∂x1

und
+
D
nl
k =

(∂u¯1
∂x1
∂...
∂x1
) (∂u¯2
∂x1
∂...
∂x1
) (∂u¯3
∂x1
∂...
∂x1
)
(∂u¯1
∂x2
∂...
∂x2
) (∂u¯2
∂x2
∂...
∂x2
) (∂u¯3
∂x2
∂...
∂x2
)
(∂u¯1
∂x3
∂...
∂x3
) (∂u¯2
∂x3
∂...
∂x3
) (∂u¯3
∂x3
∂...
∂x3
)
(∂u¯1
∂x1
∂...
∂x2
+ ∂u¯1
∂x2
∂...
∂x1
) (∂u¯2
∂x1
∂...
∂x2
+ ∂u¯2
∂x2
∂...
∂x1
) (∂u¯3
∂x1
∂...
∂x2
+ ∂u¯3
∂x2
∂...
∂x1
)
(∂u¯1
∂x2
∂...
∂x3
+ ∂u¯1
∂x3
∂...
∂x2
) (∂u¯2
∂x2
∂...
∂x3
+ ∂u¯2
∂x3
∂...
∂x2
) (∂u¯3
∂x2
∂...
∂x3
+ ∂u¯3
∂x3
∂...
∂x2
)
(∂u¯1
∂x3
∂...
∂x1
+ ∂u¯1
∂x1
∂...
∂x3
) (∂u¯2
∂x3
∂...
∂x1
+ ∂u¯2
∂x1
∂...
∂x3
) (∂u¯3
∂x3
∂...
∂x1
+ ∂u¯3
∂x1
∂...
∂x3
)

.
Die inkrementelle Verschiebungs-Verzerrungsmatrix
+
B ergibt sich in Matrixnotation zu:
+
B =
+
Dk Φ
=
+
D
l
k Φ +
+
D
nl
k Φ
=
+
Bl +
+
Bnl . (4.145)
Der inkrementelle Verzerrungstensor
++
ε ij und die zugeho¨rige inkrementelle Verschiebungs-
Verzerrungsmatrix
++
B ij ergeben sich zu:
++
ε ij=
1
2
{
+
u1
+
u2
+
u3
}
∂...
∂xi
0 0
0 ∂...
∂xi
0
0 0 ∂...
∂xi


∂...
∂xj
0 0
0 ∂...
∂xj
0
0 0 ∂...
∂xj


+
u1
+
u2
+
u3
 , (4.146)
[
++
B ij
]
24×24
=
1
2
[Φ]T24×3
++
D
ij
k [Φ]3×24 (4.147)
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mit
++
D
ij
k =

∂...
∂xi
0 0
0 ∂...
∂xi
0
0 0 ∂...
∂xi


∂...
∂xj
0 0
0 ∂...
∂xj
0
0 0 ∂...
∂xj
 . (4.148)
4.5.2 Werkstoffmatrix
4.5.2.1 Elastische Werkstoffmatrix
In Bezug auf das Hookesche Gesetz (3.75) werden die Verzerrungen εij und die Spannungen
σij in einer Matrix-Schreibweise geschrieben:
σ = Eel ε (4.149)
mit
σ =

σ11
σ22
σ33
σ12
σ23
σ31

, (4.150)
Eel =

(2µ+ λ) λ λ 0 0 0
λ (2µ+ λ) λ 0 0 0
λ λ (2µ+ λ) 0 0 0
0 0 0 µ 0 0
0 0 0 0 µ 0
0 0 0 0 0 µ

(4.151)
und
ε =

ε11
ε22
ε33
2ε12
2ε23
2ε31

. (4.152)
4.5.2.2 Elasto-plastische Werkstoffmatrix
Die Fließfunktion nach Drucker-Prager [Chen und Baladi 1985] lautet:
F =
√
J2 − α I1 − k (4.153)
mit
α =
2 sinφ
(3− sinφ)√3 , k =
6 c cosφ
(3− sinφ)√3 .
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Hierin bedeutet φ der Reibungswinkel, c die Koha¨sion und I1 , J2 wie in Gleichung (3.63).
Die Ableitung der Fließfunktion F nach σij lautet:
∂F
∂σij
=
∂
√
J2
∂σij
− α ∂I1
∂σij
− 0 . (4.154)
Mit
∂I1
∂σij
=
∂σij
∂σij
δij = δij
und
∂
√
J2
∂σij
=
∂
√
J2
∂sij
∂sij
∂σij
=
1
2
√
J2
sij
erha¨lt man
∂F
∂σij
=
1
2
√
J2
sij − α δij . (4.155)
Schließlich nimmt die elasto-plastische Werkstoffmatrix folgende Form an:
Eep =
Eel − Eel
{
∂F
∂σ
}{
∂F
∂σ
}T
Eel{
∂F
∂σ
}T
Eel
{
∂F
∂σ
}
 (4.156)
mit {
∂F
∂σ
}T
=
{
∂F
∂σ11
,
∂F
∂σ22
,
∂F
∂σ33
, 2
∂F
∂σ12
, 2
∂F
∂σ23
, 2
∂F
∂σ31
}
.
4.5.3 Elementmatrizen
4.5.3.1 Lineare Elementmatrizen
Die lineare Steifigkeitsmatrix K ergibt sich zu:
[K]24×24 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[B]T24×6 [E]6×6 [B]6×24
√
a dξ1dξ2dξ3 (4.157)
mit der Werkstoffmatrix E = Eel ( Gleichung 4.151).
Die konsistente Massenmatrix M ergibt sich mit der Dichte ρ zu:
[M]24×24 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[Φ]T24×3 ρ [Φ]3×24
√
a dξ1dξ2dξ3 . (4.158)
4.5.3.2 Nichtlineare Elementmatrizen
Die nichtlineare Steifigkeitsmatrix Knl ergibt sich zu:
[Knl]24×24 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[
+
B
]T
24×6
[ET ]6×6
[
+
B
]
6×24
√
a dξ1dξ2dξ3 (4.159)
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mit der Werkstoffmatrix ET = Eep ( Gleichung 4.156).
Die geometrische Steifigkeitsmatrix Kg ergibt sich zu:
[Kg]24×24 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[
(
++
B 11 +
++
B
T
11)σ¯11 + (
++
B 22 +
++
B
T
22)σ¯22 + (
++
B 33 +
++
B
T
33)σ¯33
+2(
++
B 12 +
++
B
T
12)σ¯12 + 2(
++
B 23 +
++
B
T
23)σ¯23 + 2(
++
B 31 +
++
B
T
31)σ¯31
]
24×24
√
a dξ1dξ2dξ3 .
(4.160)
Der Vektor der inneren Kra¨fte Fi ergibt sich zu:
{Fi}24×1 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[
+
B
]T
24×6
{σ¯}6×1
√
a dξ1dξ2dξ3 . (4.161)
4.6 Schlussfolgerungen
Die Herleitung des Flu¨ssigkeitselements in globalen kartesischen Koordinaten, ohne Zu-
hilfenahme von konvektiven Koordinaten, la¨sst einen allgemeinen Einsatz des Elements
fu¨r allgemeine Tankbauwerke zu. Außerdem ist das in [Bru¨ggemann 2002] vorausgesetzte
Prinzip der reduzierten Gauss-Integrationspunkte bzw. der Benutzung des Rotationsfak-
tors krot bei statischen und dynamischen Berechnungen nicht mehr erforderlich. Trotzdem
ist der Rotationsfaktor implementiert, um die Energie bei dynamischen Analysen zu steu-
ern und die erste Eigenfrequenz an die Housner-Formeln [Meskouris 1999] anzupassen.
Im Gegensatz zu den Housner-Formeln, bei denen die Eigenfrequenzen ausschließlich von
dem Tankradius bzw. von der Tankbreite abha¨ngen, werden die Eigenfrequenzen mit dem
hier entwickelten Element unter Annahme der Wasserfu¨llung als elastischer Ko¨rper ohne
Schubfestigkeit stark von der Fu¨llho¨he beeinflusst. Daher ist an dieser Stelle die Beru¨ck-
sichtigung von krot zur Kalibrierung der Resultate sinnvoll. Im Rahmen der vorliegenden
Arbeit wurde nur die Verschiebungs-Formulierung und nicht die Druck-Formulierung in
das Rechenprogramm FEMAS 2000 implementiert.
Die Finite-Elemente-Formulierung des Nahbereichs bietet die Vorteile einer wirklichkeits-
nahen Beru¨cksichtigung der fundamentnahen Gru¨ndungseigenschaften mit linearen und
nichtlinearen Bodenmodellen und entsprechenden Analyseverfahren.
Kapitel 5
Rand-Elemente-Formulierung
5.1 Allgemeines
Zur Modellierung des Boden-Fernbereichs eignet sich die Rand-Elemente-Methode (REM)
sehr gut. Die Rand-Elemente-Methode ist ein numerisches Verfahren zur Lo¨sung von
Randwertproblemen partieller Differentialgleichungen. Der Grundgedanke dieser Methode
ist, das Lo¨sen von Gebietsintegralen zu vermeiden. Um dieses zu erreichen, wird eine inte-
grale Formulierung gewa¨hlt, mit der es mo¨glich ist, die Gebietsintegrale in Randintegrale
umzuwandeln.
5.2 Randintegralgleichung
Fu¨r das elastische Kontinuum, beschrieben durch die Navier-Gleichung (3.77) in der sta-
tischen Form oder im Frequenzbereich, werden die Randintegralgleichungen mit der Me-
thode der gewichteten Residuen hergeleitet und die Fundamentallo¨sung angegeben. Bei
der Methode der gewichteten Residuen wird von der Na¨herungslo¨sung gefordert, dass sie
die Bewegungsdifferentialgleichungen im gewichteten Mittel erfu¨llen. Mit der Wichtungs-
funktion Uj ergibt sich fu¨r die Navier-Gleichung die statische Forderung:∫
Ω
((λ+ µ)ui,ij + µuj,ii + bj)UjdΩ = 0. (5.1)
Durch partielle Integration gehen die ersten zwei Summanden u¨ber in∫
Ω
((λ+ µ)ui,ij + µuj,ii)UjdΩ =
∫
Ω
((λ+ µ)Ui,ij + µUj,ii)ujdΩ
+
∫
Γ
((λ+ µ)ui,iUjnj + µuj,iUjni)dΓ
−
∫
Γ
((λ+ µ)ujUi,inj + µujUj,ini)dΓ. (5.2)
[Latz 1994]. Unter Beru¨cksichtigung des Spannungsvektors lassen sich die Randintegrale
mit Hilfe der Randspannungen beschreiben:
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∫
Γ
((λ+ µ)ui,iUjnj + µuj,iUjni)dΓ =
∫
Γ
tjUjdΓ, (5.3)∫
Γ
((λ+ µ)ujUi,inj + µujUj,ini)dΓ =
∫
Γ
TjujdΓ. (5.4)
Werden diese Umformungen in Gleichung (5.2) eingesetzt, entsteht eine Integralgleichung
mit je zwei Gebiets- und Randintegralen:∫
Ω
((λ+ µ)Ui,ij + µUj,ii)ujdΩ +
∫
Ω
bjUjdΩ +
∫
Γ
tjUjdΓ−
∫
Γ
TjujdΓ = 0 . (5.5)
Ziel der Randelementmethode ist es, die Integralgleichung von den Gebietsintegralen zu
befreien. Aus diesem Grund werden die Wichtungsfunktionen Uj so gewa¨hlt, dass sie die
inhomogene Differentialgleichung
(λ+ µ)Uki,ij + µUkj,ii = −Bk = −δjkδ(ξ, x) (5.6)
erfu¨llen. Dabei ist δjk das Kronecker-Symbol und δ(ξ, x) die Dirac-Funktion, mit
δ(ξ, x) =
{
0 wenn x 6= ξ
∞ wenn x = ξ
und ∫
Ω
f(x)δ(ξ, x)dΩ =
{
f(ξ) wenn ξ ∈ Ω
0 wenn ξ /∈ Ω .
Die Lo¨sung der Gleichung (5.6) wird Fundamentallo¨sung genannt. Diese Fundamen-
tallo¨sung fu¨r die Verschiebungskomponenten nach [Gaul und Fiedler 1997] lautet:
Ukj(x, ξ) =
1
16pi(1− ν)µr ((3− 4ν)δkj + r,kr,j) . (5.7)
Die entsprechenden Randspannungskomponenten lauten
Tkj(x, ξ) =
1
8pi(1− ν)r2 ([(1− 2ν)δkj + 3r,kr,j] r,n − (1− 2ν)(r,knj − r,jnk)) (5.8)
mit r in beiden Lo¨sungen als Abstand zwischen Lastangriffspunkt (Quellpunkt) ξ und
Feldpunkt x. n ist der Normalenvektor, woraus sich
r = |x− ξ|,
r,i =
∂r
∂ξi
=
ri
r
,
ri = xi − ξi
r,n = r,1n1 + r,2n2 + r,3n3 = r,ini
ergeben (Abbildung 5.1).
Um alle drei Koordinaten uk des Verschiebungsvektors zu erhalten, muss man die
Dirac-Impuls-Volumenkraft Bj in alle drei Koordinatenrichtungen wirken lassen [Gaul
und Fiedler 1997]. Damit erha¨lt man auch drei verschiedene Fundamentallo¨sungs-
Verschiebungsfelder Uj, die in einer Matrix Ukj zusammengefasst werden. Das Element
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x 3
x 2
x 1
x
ξ
r
n
 Ω
 Γ
F e l d p u n k t
Q u e l l p u n k t
U
    B =  e  δ ( ξ , x )
e 3
e 2
e 1
 Γ ∗
 Ω ∗
Abbildung 5.1: Zur Interpretation der Fundamentallo¨sung
Ukj ist dann die Verschiebung am Feldpunkt x in j-Richtung, hervorgerufen durch eine
Belastung am Quellpunkt ξ in k-Richtung.
Unter der Voraussetzung, dass die dieser Grundlo¨sung zugeho¨rigen Quellpunkte im Gebiet
liegen, geht das erste Gebietsintegral in∫
Ω
((λ+ µ)Uki,ij + µUkj,ii)ujdΩ = −
∫
Ω
δ(ξ, x)δjkujdΩ = −uk(ξ) (5.9)
u¨ber, so dass Gl.(5.2) nur noch die Gebietslasten als Volumenintegral entha¨lt:
uk(ξ) =
∫
Ω
bj(x)Ukj(x, ξ)dΩ +
∫
Γ
tj(x)Ukj(x, ξ)dΓ−
∫
Γ
Tkj(x, ξ)uj(x)dΓ . (5.10)
Diese Darstellung ist auch als Somiglianische Gleichung bekannt und la¨sst sich als Ein-
flussfunktion der Komponenten des Verschiebungsfeldes interpretieren. In dieser Formu-
lierung sind keine Gebietsintegrale mit unbekannten Zustandsgro¨ssen mehr enthalten. Da
jedoch der Quellpunkt im Gebiet liegt, steht mit uk(ξ) auf der rechten Seite eine weitere
Gebietsgro¨ße. Um zu einer Randelementformulierung zu kommen, muss der Quellpunkt
auf den Rand gelegt werden. Da bei der Auswertung der Integralgleichung u¨ber den Rand
integriert wird und die Fundamentallo¨sung im Quellpunkt eine Singularita¨t aufweist, ist
Gleichung (5.10) zu modifizieren. Zuna¨chst wird der Randverlauf so vera¨ndert, dass das
Gebiet den Quellpunkt mit einschließt. ² sei der Kreis- bzw. Kugelradius des additiven
Gebietes zur Umschließung des Quellpunktes. Mit Hilfe der Grenzbetrachtung ²→ 0 kann
der U¨bergang zum urspru¨nglichen Randverlauf wieder hergestellt werden:
uk(ξ) =
∫
Ω′
bj(x)Ukj(x, ξ)dΩ
′ +
∫
Γ′
tj(x)Ukj(x, ξ)dΓ
′ −
∫
Γ′
Tkj(x, ξ)uj(x)dΓ
′ . (5.11)
Wie aus der Fundamentallo¨sung ersichtlich weisen das Gebiets- und das erste Randin-
tegral nur eine 1
r
-Singularita¨t auf. Der Grenzwert des Integrals ist so mit existent und
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kann berechnet werden.
Γ Γ    =  Γ    Γ
ε
 +  Γ
ε '
'
 Γ    Γ
ε
 
Γ
ε '
Γ
ε
Abbildung 5.2: Aufteilung des Randverlaufes am Quellpunkt [Latz 1994]
Problematischer ist der Grenzu¨bergang fu¨r das zweite Randintegral, da der Kern Tkj eine
1
r2
-Singularita¨t aufweist. Wird jedoch gema¨ß des Randverlaufes nach Abbildung 5.2 der
Kern aufgespalten,
lim
²→0
∫
Γ′
Tkj(x, ξ)uj(x)dΓ
′ = lim
²→0
∫
Γ−Γ²′
Tkj(x, ξ)uj(x)dΓ
+ lim
²→0
∫
Γ²′
Tkj(x, ξ)(uj(x)− uj(ξ))dΓ
+ lim
²→0
∫
Γ²′
Tkj(x, ξ)uj(ξ)dΓ, (5.12)
so ist der Grenzwert des ersten Integrals im Sinne des Cauchy-Hauptwertes definiert [Gaul
und Fiedler 1997]. Das zweite Integral wird fu¨r stetige Verschiebungsfelder identisch Null.
Das dritte Integral kann hingegen fu¨r bestimmte Randgeometrien geschlossen integriert
werden:
lim
²→0
∫
Γ²′
Tkj(x, ξ)uj(ξ)dΓ = lim
²→0 uj(ξ)
∫
Γ²′
Tkj(x, ξ)dΓ
lim
²→0
∫
Γ²′
Tkj(x, ξ)dΓ = f(Randgeometrie). (5.13)
Wird in Gleichung (5.10) dieses Integral mit dem integralfreien Term zusammengefasst
Ckj(ξ)uj(ξ) = (δjk + lim
²→0
∫
Γ²′
TkjdΓ)uj(ξ), (5.14)
geht die Integralgleichung in folgende Form u¨ber:
Cjk(ξ)uk(ξ) =
∫
Ω′
Ukj(x, ξ)bj(x)dΩ
′ +
∫
Γ′
Ukj(x, ξ)tj(x)dΓ
′
−
∫
Γ′
Tkj(x, ξ)uj(x)dΓ
′ (5.15)
mit
Cjk(ξ) =

δkj ξ ∈ Ω, /∈ Γ
1
2
δkj fu¨r ξ ∈ Γ,Γglatt
0 ξ /∈ Ω, /∈ Γ
. (5.16)
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Um zu einer kompakten Darstellung zu kommen, werden die Komponenten des
Veschiebungs- und Randspannungsfeldes zu den Vektoren
u =

u1(x)
u2(x)
u3(x)
 , t =

t1(x)
t2(x)
t3(x)

zusammengefasst und die Fundamentallo¨sungen in Matrizenform dargestellt:
U =
 U11 U12 U13U21 U22 U23
U31 U32 U33
 , T =
 T11 T12 T13T21 T22 T23
T31 T32 T33
 .
Gleichung (5.15) nimmt dann die folgende Form an:
C(ξ)u(ξ) =
∫
Ω′
U(x, ξ)b(x)dΩ′ +
∫
Γ′
U(x, ξ)t(x)dΓ′ −
∫
Γ′
T(x, ξ)u(x)dΓ′ . (5.17)
5.3 Numerische U¨bersetzung der Randintegralglei-
chung
Fu¨r eine numerische Lo¨sung der Randintegralgleichungen ist die Oberfla¨che des betrach-
teten Ko¨rpers durch m diskrete Fla¨chenelemente zu beschreiben. In jedem dieser Rand-
elemente wird der Verlauf der Geometrie und der Zustandsgro¨ßen durch Knotenwerte
des Elements u˜j und den dazugeho¨rigen Formfunktionen beschrieben. Der Verlauf der
Oberfla¨che wird ebenfalls durch die gleiche Formfunktion approximiert (isoparametrische
Elemente).
Fu¨r ein Element mit n Knoten werden die Ansatzfunktionen in einer Matrix der Form
Φ =
 φ1 0 0 φ2 0 0 ... φn 0 00 φ1 0 0 φ2 0 ... 0 φn 0
0 0 φ1 0 0 φ2 ... 0 0 φn
 (5.18)
zusammengefasst, mit der sich der Verlauf der Zustandsgro¨ßen im Element j beschreiben
la¨sst:
u(x) = Φ(x)u˜j u˜
T
j =
{
uT1 , u
T
2 , ... u
T
n
}
j
(5.19)
t(x) = Φ(x)t˜j t˜
T
j =
{
tT1 , t
T
2 , ... t
T
n
}
j
. (5.20)
Wird diese Beschreibung der Zustandsgro¨ßen mit der Formfunktion Φ in die Randinte-
gralgleichung eingesetzt, so lassen sich die unbekannten Knotenfreiwerte aus dem Integral
herausziehen:
C(ξ)u(ξ) =
m∑
j=1
{∫
Γj
U(x, ξ)Φ(x)dΓj t˜j
}
−
m∑
j=1
{∫
Γj
T(x, ξ)Φ(x)dΓju˜j
}
. (5.21)
Je Quellpunkt erzeugt diese diskretisierte Form der Randintegralgleichung einen Satz
von drei Gleichungen. Um ein Gleichungsystem mit quadratischer Matrix zu erhalten,
muss deshalb die Zahl der Quellpunkte identisch der Anzahl der Knoten sein, die zur
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Berechnung der Freiheitsgrade verwendet werden. Wird in jedem dieser Randknoten ein
Quellpunkt gesetzt, so ist diese Bedingung erfu¨llt. Mit den Integralen der Gleichung (5.21)
lassen sich die Elementmatrizen definieren:
C˜i = C(ξi) , (5.22)
G˜ij =
∫
Γj
U(x, ξi)Φ(x)dΓj t˜j , (5.23)
H˜ij =
∫
Γj
T(x, ξi)Φ(x)dΓju˜j . (5.24)
Bei Integration der Elementmatrizen im Einheitselement ist die Koordinatentransforma-
tion zu beachten:
dΓ = |J(η1, η2)| dη1 dη2 . (5.25)
Das Integral von Formfunktion, Grundlo¨sung und Jacobi-Determinante |J | ist bei isopa-
rametrischen Elementen nicht geschlossen lo¨sbar.
Die Integration kann mit einem Standard-Gauß-Verfahren durchgefu¨hrt werden, wenn der
Quellpunkt nicht im Element liegt. Problematisch ist das Lo¨sen dieser Integrale, wenn ei-
ner der Elementknoten gleichzeitig Quellpunkt ist, da die Grundlo¨sungen in diesen Punk-
ten eine Singularita¨t aufweisen. Die stark singula¨ren Integrale der Hauptdiagonalsubma-
trizen der H-Matrix ko¨nnen, wie in Abschnitt 5.4 dargestellt, separat ermittelt werden.
Gleichung (5.21) geht in
C˜iui +
m∑
j=1
H˜iju˜j =
m∑
j=1
G˜ij t˜j (5.26)
u¨ber. Der Verschiebungsvektor u entha¨lt die Verschiebungskomponenten eines Knotens
(des Quellpunkts), der Vektor u˜j die Verschiebungskomponenten aller n Knoten eines
Elementes. Beim Aufbau der Systemmatrizen ist dieses zu beru¨cksichtigen. Da je nach
Wahl des Elementtyps ein Knoten mehreren Elementen zugeordnet sein kann, ist die
Kontinuita¨t der Randgro¨ßen zu beachten. Die Spalten der Elementmatrizen mit gleicher
Knotennummer sind aufzuaddieren. Die Elementmatrizen C˜i und H˜ij lassen sich zu einer
Systemmatrix H zusammenfassen. Die Elementmatrizen G˜ij gehen in die Systemmatrix
G ein. Die C˜i werden in den Hauptdiagonalblo¨cken der Matrix H beru¨cksichtigt.
5.4 Bestimmung der Hauptdiagonale der H-Matrix
Die Ermittlung der Elemente der H-Matrix stellt wegen der Singularita¨t der Fundamen-
tallo¨sung ein besonderes Problem dar, wenn der Quellpunkt im zu integrierenden Element
liegt. Eine Mo¨glichkeit, die sehr aufwendige Auswertung dieser singula¨ren Integrale zu ver-
meiden, ist die Verwendung bereits bekannter Lo¨sungen.
Im Falle einer translatorischen Verschiebung des elastischen Ko¨rpers um a in i-Richtung
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sind sowohl der Verschiebungsvektor u als auch der Randspannungsvektor t bekannt:
u =

u1
u2
...
un
 mit u1 = u2 = · · · = un = a ei ,
t =

t1
t2
...
tn
 mit t1 = t2 = · · · = tn = 0 .
Hierbei steht n fu¨r die Zahl der Knoten der diskretisierten Struktur. Werden diese
Lo¨sungsvektoren in die Matrizengleichung eingesetzt so ergibt sich z.B. fu¨r die Richtung
1: 
H11 H12 ... H1n
H21 H22 ... H2n
... ... ... ...
Hn1 Hn2 ... Hnn
 ·

a e1
a e1
...
a e1
 =

G11 G12 ... G1n
G21 G22 ... G2n
... ... ... ...
Gn1 Gn2 ... Gnn
 ·

0
0
...
0
 (5.27)
Fu¨r einen Knoten j resultiert die folgende Blockgleichung:
a (Hi1 +Hi2 + · · ·+Hin) ei = 0 . (5.28)
Werden alle drei Einheitsrichtungen ei beru¨cksichtigt, so fu¨hrt dies auf die folgende Re-
chenvorschrift zur Berechnung der Hauptdiagonalsubmatrizen:
Hjj = −
∑
k 6=j
Hkj . (5.29)
Zu beachten ist, dass diese Lo¨sung nur fu¨r den statischen Fall gilt.
5.5 Ermittlung von Steifigkeitsmatrizen mit Hilfe der
Randelementmethode
5.5.1 Allgemeines
Zur Kopplung mit finiten Elementen kann es vorteilhaft sein, aus den Randelementma-
trizen Steifigkeitsmatrizen zu erzeugen.
Ausgehend von der Matrizengleichung
H u = G t˜ (5.30)
ergibt sich nach Linksmultiplikation mit G−1 die folgende Darstellung:
G−1H u = t˜ . (5.31)
Da der Kraftgro¨ßenvektor der finiten Elemente sich nicht aus der Kollokations- sondern
aus der Arbeitsgleichung ergibt, ist der Vektor t demgema¨ß umzurechnen:
N t˜ = F . (5.32)
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mit N als Kopplungsmatrix.
Mit Hilfe der Steifigkeitsmatrix K entsteht eine Weggro¨ßenformulierung, vergleichbar der
Finite-Elemente-Methode:
K v = F . (5.33)
Die Steifigkeitsatrix K und die Kopplungsmatrix N werden im folgenden Abschnitt her-
geleitet.
5.5.2 Steifigkeitsmatrix mit Hilfe des Energie-Prinzips
In der Elastostatik lautet das Minimum der potentiellen Energie:
Π =
1
2
∫
Ω
σijεij dΩ−
∫
Γ2
t¯i ui dΓ2 −
∫
Ω
biui dΩ, (5.34)
wobei t¯i und bi bekannt sind.
Falls ui bzw. σij von der Fundamentallo¨sung der Randelement-Methode abha¨ngt, kann
das erste Integral in Gleichung (5.34) in ein Randintegral transformiert werden. Damit
la¨sst sich der Ausdruck der minimalen potentiellen Energie in folgender Form schreiben
[Brebbia et al. 1984]:
Π =
1
2
∫
Γ
ti ui dΓ−
∫
Γ2
t¯i ui dΓ2 −
∫
Ω
biui dΩ. (5.35)
Wird die Variation von Π ausgefu¨hrt, erha¨lt man:
δΠ =
1
2
∫
Γ
(ti δui + δti ui) dΓ−
∫
Γ2
t¯i δui dΓ2 −
∫
Ω
bi δui dΩ = 0. (5.36)
Mit
u = Φ v und t = Φ t˜ (5.37)
folgt aus (5.36):
δΠ =
1
2
∫
Γ
(δvTΦTΦ t˜+ δt˜T ΦT Φ v) dΓ−
∫
Γ2
δvTΦT t¯ dΓ2
−
∫
Ω
δvTΦT b dΩ = 0 . (5.38)
Die Umstellung der Gleichung (5.31) ergibt:
t˜ = G−1(H v) = C v und δt˜T = C δvT . (5.39)
Wird Gleichung (5.38) nach Einsetzen von Gleichung (5.39) integriert, erha¨lt man:
δvT
{
1
2
(N C v +CT NT v)− F−D
}
= 0 (5.40)
mit
N =
m∑
j=1
∫
Γj
ΦTΦ dΓj , (5.41)
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C = G−1H , (5.42)
F =
m∑
j=1
∫
Γj
ΦT t¯ dΓj (5.43)
und
D =
m∑
j=1
∫
Γj
ΦTb dΓj (5.44)
mit m als Elementanzahl.
Gleichung (5.40) la¨sst sich in folgender Form schreiben:
K v = F+D (5.45)
mit
K =
1
2
(N C+CT NT ). (5.46)
5.6 3D Randelement mit 4 Knoten
5.6.1 Geometrische Beziehung
x 2
x 1
( 1 )
( 2 )
( 3 )
( 4 )
η
2
x 3
η
1
Abbildung 5.3: 3-D Randelement mit 4 Knoten
Die Formfunktion eines Randelements mit 4 Knoten (Abbildung 5.3) unter Verwendung
der Einheitskoordinaten ηm lautet:
φL =
1
4
(1 + ηL1 η1)(1 + η
L
2 η2) (5.47)
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mit L als Knotennummer und ηL1 und η
L
2 als Einheitskoordinaten des Knotens L. Die
Formfunktion ergibt sich ausfu¨hrlich zu:
φ1 =
1
4
(1− η1)(1− η2) ,
φ2 =
1
4
(1 + η1)(1− η2) ,
φ3 =
1
4
(1 + η1)(1 + η2) ,
φ4 =
1
4
(1− η1)(1 + η2) .
(5.48)
Die Verschiebung um(x) und die Randspannung tm(x) innerhalb des Elements in Bezug
auf die Knotenverschiebung vLm und Knotenrandspannung t
L
m ergeben sich zu:
um(x) =
4∑
L=1
φL vLm , (5.49)
tm(x) =
4∑
L=1
φL tLm (5.50)
und in Matrixschreibweise zu:
u = Φv , (5.51)
t = Φt˜ (5.52)
mit
u =

u1(x)
u2(x)
u3(x)
 , v =

v11
v12
v13
...
v41
v42
v43

, (5.53)
t =

t1(x)
t2(x)
t3(x)
 , t˜ =

t11
t12
t13
...
t41
t42
t43

, (5.54)
und
Φ =
 φ
1 0 0 φ2 0 0 · · · φ4 0 0
0 φ1 0 0 φ2 0 · · · 0 φ4 0
0 0 φ1 0 0 φ2 · · · 0 0 φ4
 . (5.55)
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Analog ergibt sich der Ortsvektor r innerhalb des Elements zu:
r =
4∑
L=1
φL XLm im (5.56)
und in Matrixschreibweise zu:
r = ΦX (5.57)
mit
r =

x1
x2
x3
 , X =

X11
X12
X13
...
X41
X42
X43

. (5.58)
Die Basisvektoren ai unter Verwendung der Einheitskoordinaten ηi ergeben sich zu:
ai = r,i =
4∑
L=1
φL,i X
L
m im . (5.59)
Die infinitesimale Fla¨che dΓ ergibt sich zu:
dΓ = |a1 × a2| dη1 dη2 = |J(η1, η2)| dη1 dη2 . (5.60)
Dabei gilt:
|J | =
√
J21 + J
2
2 + J
2
3 (5.61)
mit
J1 =
∂x2
∂η1
∂x3
∂η2
− ∂x2
∂η2
∂x3
∂η1
,
J2 =
∂x3
∂η1
∂x1
∂η2
− ∂x1
∂η1
∂x3
∂η2
,
J3 =
∂x1
∂η1
∂x2
∂η2
− ∂x2
∂η1
∂x1
∂η2
.
(5.62)
Die partielle Ableitung der Formfunktion (5.47) nach η1 ergibt:
∂φL
∂η1
=
1
4
ηL1 (1 + η
L
2 η2) (5.63)
und nach η2:
∂φL
∂η2
=
1
4
ηL2 (1 + η
L
1 η1) . (5.64)
Die partielle Ableitungen der Formfunktion nach den Einheitskoordinaten ηm lassen sich
durch die Kettenregel in das Koordinatensystem xm transformieren:
∂φL
∂xm
=
∂φL
∂η1
∂η1
∂xm
+
∂φL
∂η2
∂η2
∂xm
. (5.65)
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5.6.2 Elementmatrizen
Die H-Matrix des Elements j ergibt sich zu:[
Hj
]
3×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[T(x, ξ)]3×3 [Φ]3×12 |J | dη1 dη2 . (5.66)
Die G-Matrix des Elements j ergibt sich zu:[
Gj
]
3×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[U(x, ξ)]3×3 [Φ]3×12 |J | dη1 dη2 . (5.67)
Die Kopplungsmatrix N des Elements j ergibt sich zu:[
Nj
]
12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[Φ]T12×3 [Φ]3×12 |J | dη1 dη2 . (5.68)
5.6.3 Aufbau der gesamten H-, G- und N-Matrizen
( 1 ) ( 2 )
( 1 2 ) ( 1 3 )
( 3 )
( 1 1 )
( 2 1 ) ( 2 2 ) ( 2 3 )
[ 1 ] [ 2 ]
[ 1 1 ] [ 1 2 ]
Abbildung 5.4: Randelemente-Diskretisierung
Zur Beschreibung des Aufbaus der gesamten H-Matrix stellt man sich vier Randelemente
nach Abbildung 5.4 vor. Dabei sind (1), (2), (11), (12) die Knoten des Elements [1],
(2), (3), (12), (13) die Knoten des Elements [2], (11), (12), (22), (21) die Knoten des Ele-
ments [11] und (12), (13), (23), (22) die Knoten des Elements [12]. Fu¨r jeden Quellknoten
(Abbildung 5.1) lauten die H-Matrizen der vier Elemente:[
H1
]
3×12 =
[
[h1]
1
3×3 [h
1]
2
3×3 [h
1]
12
3×3 [h
1]
11
3×3
]
, (5.69)[
H2
]
3×12 =
[
[h2]
2
3×3 [h
2]
3
3×3 [h
2]
13
3×3 [h
2]
12
3×3
]
, (5.70)[
H11
]
3×12 =
[
[h11]
11
3×3 [h
11]
12
3×3 [h
11]
22
3×3 [h
11]
21
3×3
]
, (5.71)[
H12
]
3×12 =
[
[h12]
12
3×3 [h
12]
13
3×3 [h
12]
23
3×3 [h
12]
22
3×3
]
. (5.72)
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Diese vier Elemente werden nach Tabelle 5.1 assembliert. Analog wird ebenfalls die ge-
samte G-Matrix aufgebaut. Die gesamte N-Matrix wird a¨hnlich zur Steifigkeitsmatrix K
der Finite-Elemente-Methode aufgestellt.
5.7 Schlussfolgerungen
Die Rand-Elemente-Formulierung des Bodenfernbereich bietet folgende Vorteile:
• Die Diskretisierung wird nur am Rand durchgefu¨hrt.
• Eine hohe Genauigkeit ist erreichbar.
• Die unendlichen und halb-unendlichen Gebiete sind einfach zu modellieren.
• Die gezielte Auswertung der Feldgro¨ßen ist mo¨glich.
Die Nachteile sind:
• Das Gleichungssystem ist unsymmetrisch und vollbesetzt.
• Der Ansatz einer Fundamentallo¨sung ist notwendig.
• Die Kopplung mit den finiten Elementen ist aufwendig.
Die numerische Umsetzung des Randelementmodells wurde fu¨r die statische Berechnung
nach [Latz 1994] und [Gaul und Fiedler 1997] entwickelt und in die Software FEMAS
2000 implementiert. Eine Umsetzung fu¨r die dynamische Berechnung wa¨re fu¨r ein Finite-
Elemente-konzipiertes Programm sehr aufwendig und wurde deshalb in der vorliegenden
Arbeit nicht weiter verfolgt.
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Knoten
(1)
Knoten
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3×3
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3×3
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12
3×3
+
[h11]
12
3×3
+
[h12]
12
3×3
. . . . . . . . . [hj]
n
3×3
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Quell-
knoten
(ξ)
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3×3 [h
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2
3×3
+
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3×3
+
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12
3×3
+
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12
3×3
+
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1
3×3 [h
1]
2
3×3
+
[h2]
2
3×3
. . . . . . . . . [h1]
12
3×3
+
[h2]
12
3×3
+
[h11]
12
3×3
+
[h12]
12
3×3
. . . . . . . . . [hj]
n
3×3
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...
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...
Knoten
(n) als
Quell-
knoten
(ξ)
[h1]
1
3×3 [h
1]
2
3×3
+
[h2]
2
3×3
. . . . . . . . . [h1]
12
3×3
+
[h2]
12
3×3
+
[h11]
12
3×3
+
[h12]
12
3×3
. . . . . . . . . [hj]
n
3×3
Tabelle 5.1: Aufbau der H-Matrix
Kapitel 6
Infinite-Elemente-Formulierung
6.1 Allgemeines
Fu¨r die Simulation eines Interaktionsproblems in einem unbegrenzten Gebiet eignet sich
die Methode der infiniten Elemente neben der Finite-Elemente-Methode als ein sehr ef-
fektives Verfahren.
In der Literatur gibt es verschiedene Ansa¨tze fu¨r infinite Elemente. Diese Ansa¨tze beruhen
auf der Annahme eines exponentiell abnehmenden Terms [Yang et al. 1996]. Durch die
Multiplikation dieses Terms mit der Formfunktion der finiten Richtung des infiniten Ele-
ments wird der Effekt von der abnehmenden Amplitude einer in der unendlichen Richtung
laufenden Welle dargestellt. Fu¨r die finiten Richtungen des infiniten Elements werden die
bekannten Formfunktionen der finiten Elemente benutzt.
Bezu¨glich der physikalischen Bedeutung der Infinite-Elemente-Formulierung lassen sich
die Formfunktionen eines infiniten Elements in zwei Kategorien einteilen [El-Esnawy et
al. 1995]: eine in unendlicher Richtung abnehmende Formfunktion fu¨r die Verschiebungen
und eine in unendlicher Richtung zunehmende Geometriefunktion. D.h., wa¨hrend die Ver-
formung eines infiniten Elements in unendlicher Richtung sich zu Null entwickelt, werden
die Ortsvektoren in dieser Richtung unendlich.
Im Folgenden wird daher ein frequenzunabha¨ngiges infinites Element mit 4 Knoten zur
Abbildung des Fernbereiches entwickelt, das sich sowohl bei der statischen als auch bei der
dynamischen Berechnung (im Zeit- und Frequenzbereich) verwenden la¨sst. Die frequenz-
abha¨ngige Steifigkeit des infiniten Elements ist geeignet fu¨r die dynamische Berechnung
im Frequenzbereich.
Außerdem wird hier ein frequenzabha¨ngiges infinites Element mit 1-Wellenkomponente
entwickelt, das im Programmsystem FEMAS 2000 noch nicht implementiert ist. Seine
Form- und Geometriefunktionen sind eine Kombination zwischen dem eindimensionalen
infiniten Element (Abschnitt D.1) und dem mit 1-Wellenkomponente frequenzabha¨ngigen
infiniten Element (Abschnitt D.2.1).
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6.2 3D infinites Element
6.2.1 Geometrie- und Verschiebungs-Formfunktion
Das hier diskutierte dreidimensionale infinite Element besitzt nur eine unendliche Rich-
tung (Abbildung 6.1). Fu¨r die unendliche Richtung entsteht die Geometrie-Formfunktion
durch Multiplikation der Geometrie-Formfunktion der finiten Richtung mit der Geometrie-
Formfunktion des eindimensionalen infiniten Elements nach Abschitt D.1 bzw. entsteht
die Verschiebungs-Formfunktion durch Multiplikation der Verschiebungs-Formfunktion
der finiten Richtung mit der Verschiebungs-Formfunktion des eindimensionalen infiniten
Elements [El-Esnawy et al. 1995].
ξ
∞
 
I F E
F E
Abbildung 6.1: Finite-Infinite-Elemente-Abbildung eines Halbraums
Fu¨r ein dreidimensionales Element lautet die Geometrie-Formfunktion
Ωi(η, ϕ, ξ) = Ωi(η, ϕ)Ω¯i(ξ) (6.1)
und die Verschiebungs-Formfunktion
φi(η, ϕ, ξ) = φi(η, ϕ)φ¯i(ξ). (6.2)
Dabei ist Ω¯i(ξ) die eindimensionale Geometrie-Formfunktion und φ¯i(ξ) die eindimen-
sionale Verschiebungs-Formfunktion in der unendlichen Richtung ξ, wa¨hrend Ωi(η, ϕ)
und φi(η, ϕ) die bei den finiten Elementen bekannten polynomischen Geometrie- und
Verschiebungs-Formfunktionen der finiten Richtungen (η, ϕ) eines zweidimensionalen fi-
niten Elements sind.
Das infinite Element besteht aus einem Knoten am U¨bergang zwischen dem Nah- und
Fernbereich und erweitert sich unendlich in der lokalen Richtung ξ. Der Elementknoten
hat die globale Koordinate xi und die lokale Koordinate ξi = −1 (Abbildung 6.2). x0i
und ξ0i sind die globalen und lokalen Koordinaten des Abklingknotens des Elements, mit
x0i < xi. Fu¨r dieses infinite Element muss die globale Koordinate des Abklingknotens x0i
explizit angegeben werden.
Die Geometrie-Formfunktion eines eindimensionalen infiniten Elements wird durch
Beru¨cksichtigung zweier Knoten (0i, i) wie bei dem aus der Finite-Elemente-Methode
bekannten Fachwerkstab (Abbildung 6.2) abgebildet:
Ωˆ0i(ξ) =
−1
2
(1 + ξ) und Ωˆi(ξ) =
1
2
(3 + ξ) . (6.3)
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Abbildung 6.2: Formfunktionen des infiniten Elements
Mit der Bedingung
Ωˆ0i(ξ) + Ωˆ1(ξ) = 1 (6.4)
wird die Koordinate x innerhalb des infiniten Elements durch
x = Ωˆ0i(ξ)x0i + Ωˆi(ξ)xi (6.5)
bestimmt, wobei Ωˆ0i and Ωˆi lineare Geometrie-Formfunktionen sind.
Da der Knoten 0i dem infiniten Element nicht angeho¨rt - er ist nur Orientierungsknoten
-, la¨sst sich die Gleichung (6.5) in folgender Form umformulieren:
x = Ω¯i(ξ)xi . (6.6)
Damit wird nur eine Geometrie-Formfunktion am Knoten i hergeleitet:
Ω¯i = Ωˆi(ξ) + Ωˆ0i(ξ)
(
x0i
xi
)
=
1
2
[
(3 + ξ)− (1 + ξ)
(
x0i
xi
)]
. (6.7)
Durch Auflo¨sen der Gleichung (6.5) nach ξ la¨sst sich eine Beziehung zwischen r und ξ wie
folgt darstellen:
ξ =
2(x− x0i)
a
− 3 = 2r
a
− 3, (6.8)
wobei r der globale Abstand zwischen dem Abklingknoten x0i und einem beliebigen Punkt
innerhalb des infiniten Elementes und a der Abstand zwischen dem Elementknoten und
dem Abklingknoten ist, d.h. a = xi − x0i .
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Das Umstellen der Gleichung (6.8) ergibt den Ausdruck
r =
a(3 + ξ)
2
. (6.9)
Mittels Gleichung (6.9) wird der Abstand r vom globalen Koordinatensystem auf das
lokale Koordinatensystem transformiert.
Die Verschiebungs-Formfunktion in globalen Koordinaten wird nach [El-Esnawy et al.
1995] wie folgt gegeben:
φ¯i =
(
a
r
)α
(6.10)
Ersetzt man r durch Gleichung (6.9), nimmt die Verschiebungs-Formfunktion folgende
Form an
φ¯i =
(
2
3 + ξ
)α
. (6.11)
Hierbei stellt φ¯i eine Interpolationsformfunktion dar, die den Wert Eins an der Stelle
ξ = −1 (d.h. bei ri = a) und Null im Unendlichen hat (Abbildung 6.2).
Hierin kann α ein positiver beliebiger Wert zwischen 0, 5 und 1, 0 sein. Durch den Vergleich
mit einer analytischen Lo¨sung wird α in der vorliegenden Arbeit zu 0, 7 bestimmt. Die
parametrische Berechnung hat gezeigt: Je gro¨ßer α ist, desto steifer ist die infinite Doma¨ne
und umgekehrt.
6.2.2 Numerische Integration
Eine analytische Integration fu¨r parametrische infinite Elemente ist nicht immer
durchfu¨hrbar, deshalb wird eine numerische Integration mittels Gaussquadratur fu¨r die
finite und fu¨r die infinite Richtung durchgefu¨hrt. Fu¨r die infinite Richtung werden die
WichtungsfaktorenWi und die Stu¨tzstellen ξi wie folgt modifiziert [El-Esnawy et al. 1995]:
ξˆi =
2ξi
(1− ξi) , Wˆi =
2Wi
(1− ξi)2 . (6.12)
Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich fu¨r das 3-dimensionale Problem zu
K =
∫ ∞
−1
∫ +1
−1
∫ +1
−1
Ψ(ξ, η, ϕ)dϕdηdξ =
ni∑
i=1
nj∑
j=1
nk∑
k=1
WˆiWjWkΨ(ξˆi, ηj, ϕk) (6.13)
mit
Ψ = BTEB detJ . (6.14)
ni, nj und nk sind die Anzahl der Gausspunkte jeweils in den Richtungen ξ, η, ϕ. Dabei ist
B die Verschiebungs-Verzerrungsmatrix, E die Werkstoffmatrix und J die Jacobi-Matrix.
6.2 3D infinites Element 67
6.2.3 Anforderungen an die Diskretisierung
1. Die Abklingknoten (= Orientierungspunkte 0) mu¨ssen außerhalb des infiniten Ele-
ments und an der gegenu¨berliegenden Seite zum unendlichen Gebiet (Abbildung
6.3) liegen.
2. Die positive Richtung der lokalen Koordinate ξ muss in die unendliche Richtung
zeigen.
3. Die Koordinaten der Elementknoten du¨rfen nicht Null sein (Gleichung (6.7)).
4. Fu¨r ein mehrdimensionales Problem du¨rfen die sich ins Unendliche erweiternden
Kanten und Seiten nicht gekreuzt werden. Sie mu¨ssen parallel oder divergierend
bleiben (Abbildung 6.3).
∞
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Abbildung 6.3: Diskretisierung eines dreidimensionalen infiniten Elements
6.2.4 Abstrahlungsda¨mpfung
Bei der dynamischen Berechnung besteht die Mo¨glichkeit, ein infinites Element in der
statischen Form einzusetzen [Ha¨ggblad und Nordgren 1987]. In diesem Fall wird die Wel-
lenreflektion am U¨bergang vom finiten in den infiniten Bereich mit Hilfe eines Da¨mpfungs-
modells verhindert. Die Formulierung dieses Da¨mpfungmodells greift auf einen Na¨herungs-
ansatz fu¨r die Wellenausbreitung nach [Lysmer und Kuhlemeyer 1969] zuru¨ck.
Nach [Ha¨ggblad und Nordgren 1987], [Temme 1995] und [Seiler 2000] soll die mathemati-
sche Beschreibung des Da¨mpfungsmodells zuna¨chst anhand einer eindimensionalen Welle
erla¨utert werden (Abbildung 6.4).
f o r t s c h r e i t e n d e  W e l l e
σ
3 3
σ
3 3
ξ
3
∞
Abbildung 6.4: Wellenausbreitung [Seiler 2000]
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Unabha¨ngig davon, ob es sich bei der Wellenart um eine Druckwelle (P-Welle) oder Scher-
welle (S-Welle) handelt, ko¨nnen die Gleichgewichtsbeziehungen normal bzw. tangential
zum Rand mit den Beziehungen
σ31 = b · ρ · cs · u˙1
σ32 = b · ρ · cs · u˙2 (6.15)
σ33 = a · ρ · cp · u˙3
angegeben werden [Lysmer und Kuhlemeyer 1969].
Die Faktoren a, b sind nach [Ha¨ggblad und Nordgren 1987] wie folgt gegeben:
a =
8
15 pi
(
5 + 2S + 2S2
)
(6.16)
b =
8
15 pi
(3 + 2S) .
Mit der Dichte ρ, dem Gleitmodul G und der Querdehnzahl ν des Bodens ist die Variable
S mit
S =
√
1− 2ν
2(1− ν) , (6.17)
die Scherwellengeschwindigkeit cs mit
cs =
√
G
ρ
(6.18)
und die Dilatationsgeschwindigkeit cp mit
cp =
cs
S
(6.19)
bestimmt. Im eindimensionalen Raum lassen sich demnach mit Hilfe der Gleichungen
(6.15) die exakten Randbedingungen fu¨r die Wellenausbreitung ins Unendliche bestim-
men.
Die Da¨mpfungsmatrix des Da¨mpfungsmodells la¨sst sich wie folgt angeben:
C =
 b · ρ · cs 0 00 b · ρ · cs 0
0 0 a · ρ · cp
 . (6.20)
Die Da¨mpfungsmatrix C ist aufgrund ihrer frequenzunabha¨ngigen Eigenschaften fu¨r Be-
rechnungen im Zeitbereich generell einsetzbar. Der Na¨herungscharakter der ra¨umlichen
Formulierung liegt gegenu¨ber der exakten Beschreibung (6.15) des eindimensionalen Falls
im unbekannten Einfallswinkel der ankommenden Wellen.
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6.3 3D frequenzunabha¨ngiges infinites Element
6.3.1 Allgemeines
Um eine frequenzunabha¨ngige Formfunktion zu erhalten, wird ein 3-dimensionales infini-
tes Element entwickelt, dessen Formfunktion die Formfunktion des vorher beschriebenen
3D infiniten Elements (Abschnitt 6.2) u¨bernimmt. Zur Beru¨cksichtigung der Abstrah-
lungsda¨mpfung wird eine Elementda¨mpfungsmatrix entwickelt, deren Formulierung auf
einem Na¨herungsansatz fu¨r die Wellenausbreitung nach [Lysmer und Kuhlemeyer 1969]
(Abschnitt 6.2.4) basiert.
6.3.2 Geometrische Beziehung
( 4 )
( 1 )
( 2 )
( 3 )
( 5 )
( 6 )
( 7 )
( 8 )
ξ 2
ξ 3
ξ 1
x 3
x 2
x 1
1
∞
∞
∞
∞
a  
Abbildung 6.5: 3-D infinites Element mit 8 Knoten
Das 3-dimensionale infinite Element mit 8 Knoten (Abbildung 6.5) entha¨lt zwei Form-
funktionen: eine zur Interpolation der Verschiebung und eine zur Interpolation der
geometrischen Beziehungen.
Die Formfunktion der Verschiebung unter Verwendung der Einheitskoordinaten ξm lautet:
φL =
1
4
(1 + ξL1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2)
(
2
3 + ξ3
)α
, (6.21)
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mit L als Knotennummer und den Einheitskoordinaten ξL1 und ξ
L
2 des Knotens L. Anhand
eines Vergleichs mit einer analytischen Lo¨sung wird in der vorliegenden Arbeit α = 0, 7
gewa¨hlt. Der Vergleich zeigte: Je gro¨ßer α ist, desto steifer ist der Fernbereich und umge-
kehrt.
Die Formfunktion der Verschiebung fu¨r die einzelnen Knoten ergibt sich zu:
φ1 =
1
4
(1− ξ1)(1− ξ2)
(
2
3 + ξ3
)α
,
φ2 =
1
4
(1 + ξ1)(1− ξ2)
(
2
3 + ξ3
)α
,
φ3 =
1
4
(1 + ξ1)(1 + ξ2)
(
2
3 + ξ3
)α
,
φ4 =
1
4
(1− ξ1)(1 + ξ2)
(
2
3 + ξ3
)α
. (6.22)
Die Formfunktion der geometrischen Beziehung unter Verwendung der Einheitskoordina-
ten ξm und der globalen Koordinaten xm lautet:
Ω1m =
1
4
(1− ξ1)(1− ξ2)
(
1
2
[
(3 + ξ3)− (1 + ξ3)
(
x5m
x1m
)])
,
Ω2m =
1
4
(1 + ξ1)(1− ξ2)
(
1
2
[
(3 + ξ3)− (1 + ξ3)
(
x6m
x2m
)])
,
Ω3m =
1
4
(1 + ξ1)(1 + ξ2)
(
1
2
[
(3 + ξ3)− (1 + ξ3)
(
x7m
x3m
)])
,
Ω4m =
1
4
(1− ξ1)(1 + ξ2)
(
1
2
[
(3 + ξ3)− (1 + ξ3)
(
x8m
x4m
)])
(6.23)
mit m = 1, 2, 3.
xLm mit L = 1, 2, ..., 8 sind dabei die globalen Koordinaten des Knotens L in den drei
Richtungen m.
ΩLm mit L = 1, 2, 3, 4 stellt die Geometriefunktion des Knotens L in den drei Richtungen
m dar.
Die Verschiebung um innerhalb des Elements bezogen auf die Knotenverschiebung v
L
m
ergibt sich zu:
um =
4∑
L=1
φL vLm (6.24)
und in Matrixnotation zu:
u = Φv (6.25)
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mit
u =

u1
u2
u3
 , v =

v11
v12
v13
...
v81
v82
v83

(6.26)
und
Φ =
 φ
1 0 0 φ2 0 0 · · · φ4 0 0
0 φ1 0 0 φ2 0 · · · 0 φ4 0
0 0 φ1 0 0 φ2 · · · 0 0 φ4
 . (6.27)
Analog ergibt sich der Ortsvektor r innerhalb des Elements zu:
r =
4∑
L=1
ΩLm X
L
m im (6.28)
und in Matrixnotation zu:
r = ΩX (6.29)
mit
r =

x1
x2
x3
 , X =

X11
X12
X13
...
X81
X82
X83

. (6.30)
und
Ω =
 Ω
1
1 0 0 Ω
2
1 0 0 · · · Ω41 0 0
0 Ω12 0 0 Ω
2
2 0 · · · 0 Ω42 0
0 0 Ω13 0 0 Ω
2
3 · · · 0 0 Ω43
 . (6.31)
Die Basisvektoren ai, bezogen auf das Einheitskoordinatensystem ξi, ergeben sich zu:
ai = r,i =
4∑
L=1
ΩLm,i X
L
m im . (6.32)
Der zugeho¨rige Metriktensor lautet:
aij = r,i · r,j =
4∑
L=1
4∑
K=1
ΩLm,i Ω
K
n,j X
L
m X
K
n δmn . (6.33)
Die Christoffelsymbole sind gegeben durch:
Γmij = a
m ai,j (6.34)
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mit
ai,j =
4∑
L=1
ΩLm,ij X
L
m im . (6.35)
Das infinitesimale Volumen ergibt sich zu:
dV =
√
a dξ1 dξ2 dξ3 (6.36)
mit
√
a = det(
∂xm
∂ξi
) = ai × aj · ak . (6.37)
Die partielle Ableitung der Formfunktion (6.21) nach ξ1 ergibt sich zu:
∂φL
∂ξ1
=
1
4
ξL1 (1 + ξ
L
2 ξ2)
(
2
3 + ξ3
)α
, (6.38)
nach ξ2 zu:
∂φL
∂ξ2
=
1
4
ξL2 (1 + ξ
L
1 ξ1)
(
2
3 + ξ3
)α
, (6.39)
und nach ξ3 zu:
∂φL
∂ξ3
=
1
4
(1 + ξL1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2)
(
−
[
2
3 + ξ3
]α [
α
3 + ξ3
])
. (6.40)
Die partiellen Ableitungen der Formfunktion (6.21) nach den Einheitskoordinaten ξm
lassen sich durch die Kettenregel in das Koordinatensystem xm transformieren:
∂φL
∂xm
=
∂φL
∂ξ1
∂ξ1
∂xm
+
∂φL
∂ξ2
∂ξ2
∂xm
+
∂φL
∂ξ3
∂ξ3
∂xm
(6.41)
In Matrixschreibweise ergeben sich die Ableitungen zu:
∂φL
∂x1
∂φL
∂x2
∂φL
∂x3

=

∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x1
∂ξ3
∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ2
∂x2
∂ξ3
∂x2
∂ξ1
∂x3
∂ξ2
∂x3
∂ξ3
∂x3


∂φL
∂ξ1
∂φL
∂ξ2
∂φL
∂ξ3

(6.42)
mit 
∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x1
∂ξ3
∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ2
∂x2
∂ξ3
∂x2
∂ξ1
∂x3
∂ξ2
∂x3
∂ξ3
∂x3
 =

∂x1
∂ξ1
∂x2
∂ξ1
∂x3
∂ξ1
∂x1
∂ξ2
∂x2
∂ξ2
∂x3
∂ξ2
∂x1
∂ξ3
∂x2
∂ξ3
∂x3
∂ξ3

−1
=

a1i1 a1i2 a1i3
a2i1 a2i2 a2i3
a3i1 a3i2 a3i3

−1
(6.43)
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6.3.3 Kinematische Beziehung
Der Verzerrungstensor lautet im linearen Zustand:
εij =
1
2
(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
(6.44)
oder in Matrixschreibweise
ε = Dk u (6.45)
mit
ε =

ε11
ε22
ε33
2ε12
2ε23
2ε31

, Dk =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
0 0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0
0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x3
0 ∂...
∂x1

und u =

u1
u2
u3
 (6.46)
Die Verschiebungs-Verzerrungsmatrix B ergibt sich zu:
B = Dk Φ (6.47)
mit
Dk Φ =

∂φ1
∂x1
0 0 ∂φ
2
∂x1
0 0 · · · ∂φ4
∂x1
0 0
0 ∂φ
1
∂x2
0 0 ∂φ
2
∂x2
0 · · · 0 ∂φ4
∂x2
0
0 0 ∂φ
1
∂x3
0 0 ∂φ
2
∂x3
· · · 0 0 ∂φ4
∂x3
∂φ1
∂x2
∂φ1
∂x1
0 ∂φ
2
∂x2
∂φ2
∂x1
0 · · · ∂φ4
∂x2
∂φ4
∂x1
0
0 ∂φ
1
∂x3
∂φ1
∂x2
0 ∂φ
2
∂x3
∂φ2
∂x2
· · · 0 ∂φ4
∂x3
∂φ4
∂x2
∂φ1
∂x3
0 ∂φ
1
∂x1
∂φ2
∂x3
0 ∂φ
2
∂x1
· · · ∂φ4
∂x3
0 ∂φ
4
∂x1

6×12
. (6.48)
6.3.4 Elementmatrizen
Die lineare Steifigkeitsmatrix K ergibt sich zu:
[K]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[B]T12×6 [E]6×6 [B]6×12
√
a dξ1dξ2dξ3 (6.49)
mit der Werkstoffmatrix E = Eel aus Gleichung (4.151).
Die konsistente Massenmatrix M ergibt sich mit der Dichte ρ zu:
[M]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[Φ]T12×3 ρ [Φ]3×12
√
a dξ1dξ2dξ3 . (6.50)
Die Da¨mpfungsmatrix C ergibt sich zu:
[C]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[Φ]T12×3 [Ec]3×3 [Φ]3×12
√
a dξ1dξ2dξ3 (6.51)
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mit
Ec =
 b ρ cs 0 00 b ρ cs 0
0 0 a ρ cp
 (6.52)
und a, b, cs und cp gema¨ß den Gleichungen (6.16), (6.18) und (6.19).
6.4 3D frequenzabha¨ngiges infinites Element
6.4.1 Allgemeines
Das hier entwickelte 3-dimensionale infinite Element ist eine Kombination vom vorher
beschriebenen 3-dimensionalen infiniten Element fu¨r statische Berechnung (Abschnitt
6.2) und dem frequenzabha¨ngigen infiniten Element mit 1-Wellenkomponente (Abschnitt
D.2.1).
6.4.2 Geometrische Beziehung
Das 3-dimensionale infinite Element mit 8 Knoten (Abbildung 6.5) entha¨lt zwei
Formfunktionen: die eine fu¨r die Interpolation der Verschiebung, die andere fu¨r die
Interpolation der geometrischen Beziehungen.
Die Formfunktion der Verschiebung unter Verwendung der Einheitskoordinaten ξm lautet:
φL =
1
4
(1 + ξL1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α [
e−ik(
aL
2
(1+ξ3))
])
, (6.53)
wobei L die Knotennummer und k die Wellenzahl ist. ξL1 und ξ
L
2 sind die Einheitskoordi-
naten des Knotens L. Der Abstand aL zwischen Elementknoten und Abklingknoten wird
bestimmt zu
aL = |rL − rL+4|
mit rL als Ortsvektor des Knotens L und rL+4 als Ortsvektor des Knotens (L + 4).
Anhand eines Vergleichs mit einer analytischen Lo¨sung wird in der vorliegenden Arbeit
α = 0, 7 gewa¨hlt. Der Vergleich zeigte: Je gro¨ßer α ist, desto steifer ist der Fernbereich
und umgekehrt.
Die Formfunktion der Verschiebung ergibt sich ausfu¨hrlich zu:
φ1 =
1
4
(1− ξ1)(1− ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α [
e−ik(
a1
2
(1+ξ3))
])
,
φ2 =
1
4
(1 + ξ1)(1− ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α [
e−ik(
a2
2
(1+ξ3))
])
,
φ3 =
1
4
(1 + ξ1)(1 + ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α [
e−ik(
a3
2
(1+ξ3))
])
,
6.4 3D frequenzabha¨ngiges infinites Element 75
φ4 =
1
4
(1− ξ1)(1 + ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α [
e−ik(
a4
2
(1+ξ3))
])
(6.54)
mit a1 = |r1 − r5|, a2 = |r2 − r6|, a3 = |r3 − r7| und a4 = |r4 − r8|.
Durch den Ansatz
eik(aL(1+ξ3)/2) = cos (k(aL(1 + ξ3)/2))− i sin (k(aL(1 + ξ3)/2)) (6.55)
wird die Formfunktion der Verschiebung φL zweigeteilt: in einen reellen Teil und in einen
imagina¨ren Teil.
Die Formfunktion fu¨r die geometrische Beziehung ergibt sich unter Verwendung der
Einheitskoordinaten ξm und der globalen Koordinaten xm entspricht Gleichung (6.23).
Die partielle Ableitung der Formfunktion (6.53) nach ξ1 lautet:
∂φLReal
∂ξ1
=
1
4
ξL1 (1 + ξ
L
2 ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α
cos
(
k aL
2
(1 + ξ3)
))
, (6.56)
∂φLIm
∂ξ1
= −1
4
ξL1 (1 + ξ
L
2 ξ2)
([
2
3 + ξ3
]α
sin
(
k aL
2
(1 + ξ3)
))
, (6.57)
nach ξ2:
∂φLReal
∂ξ2
=
1
4
ξL2 (1 + ξ
L
1 ξ1)
([
2
3 + ξ3
]α
cos
(
k aL
2
(1 + ξ3)
))
, (6.58)
∂φLIm
∂ξ2
= −1
4
ξL2 (1 + ξ
L
1 ξ1)
([
2
3 + ξ3
]α
sin
(
k aL
2
(1 + ξ3)
))
(6.59)
und nach ξ3:
∂φLReal
∂ξ3
=
1
4
(1 + ξL1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2)(
−
[
2
(3 + ξ3)
]α [
k aL
2
sin
(
k aL
2
(1 + ξ3)
)
+
α
(3 + ξ3)
cos
(
k aL
2
(1 + ξ3)
)])
,
(6.60)
∂φLIm
∂ξ3
=
1
4
(1 + ξL1 ξ1)(1 + ξ
L
2 ξ2)(
−
[
2
(3 + ξ3)
]α [
k aL
2
cos
(
k aL
2
(1 + ξ3)
)
− α
(3 + ξ3)
sin
(
k aL
2
(1 + ξ3)
)])
.
(6.61)
6.4.3 Kinematische Beziehung
Die Verschiebungs-Verzerrungsmatrix B ergibt sich analog Abschnitt 6.3.3 zu:
BReal = Dk ΦReal (6.62)
BIm = Dk ΦIm (6.63)
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BReal =

∂φ1Real
∂x1
0 0
∂φ2Real
∂x1
0 0 · · · ∂φ4Real
∂x1
0 0
0
∂φ1Real
∂x2
0 0
∂φ2Real
∂x2
0 · · · 0 ∂φ4Real
∂x2
0
0 0
∂φ1Real
∂x3
0 0
∂φ2Real
∂x3
· · · 0 0 ∂φ4Real
∂x3
∂φ1Real
∂x2
∂φ1Real
∂x1
0
∂φ2Real
∂x2
∂φ2Real
∂x1
0 · · · ∂φ4Real
∂x2
∂φ4Real
∂x1
0
0
∂φ1Real
∂x3
∂φ1Real
∂x2
0
∂φ2Real
∂x3
∂φ2Real
∂x2
· · · 0 ∂φ4Real
∂x3
∂φ4Real
∂x2
∂φ1Real
∂x3
0
∂φ1Real
∂x1
∂φ2Real
∂x3
0
∂φ2Real
∂x1
· · · ∂φ4Real
∂x3
0
∂φ4Real
∂x1

6×12
6.4.4 Elementmatrizen
Die lineare Steifigkeitsmatrix des Elements K ergibt sich zu:
[KReal]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[BReal]
T
12×6 [E]6×6 [BReal]6×12
√
a dξ1dξ2dξ3 , (6.64)
[KIm]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[BIm]
T
12×6 [E]6×6 [BIm]6×12
√
a dξ1dξ2dξ3 (6.65)
mit der Werkstoffmatrix E = Eel aus Gleichung (4.151).
Die konsistente Massenmatrix M ergibt sich mit der Dichte ρ zu:
[MReal]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[ΦReal]
T
12×3 ρ [ΦReal]3×12
√
a dξ1dξ2dξ3 , (6.66)
[MIm]12×12 =
∫ 1
−1
∫ 1
−1
∫ 1
−1
[ΦIm]
T
12×3 ρ [ΦIm]3×12
√
a dξ1dξ2dξ3 . (6.67)
Die Da¨mpfungsmatrix C ergibt sich zu:
[C]12×12 = [KIm]12×12 + [MIm]12×12 . (6.68)
6.5 Schlussfolgerungen
Der Einsatz von infiniten Elementen zur Modellierung eines unbegrenzten Gebietes und
von finiten Elementen zur Modellierung eines begrenzten Gebietes bietet bei der Boden-
Bauwerk-Interaktion-Analyse mehrere Vorteile:
• Die Finite-Elemente-Diskretisierung des Nahgebietes bietet die Mo¨glichkeit einer
genauen Untersuchung innerhalb des Gebietes.
• Die geometrische und materielle Unregelma¨ßigkeit innerhalb des Nahgebietes ist in
einfacher Form zu beru¨cksichtigen.
• Die finiten und infiniten Elemente sind in ihrer Formulierung identisch bei der Dis-
kretisierung und Assemblierung.
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• Bandstruktur und Symmetrie der Steifigkeitsmatrix bleiben bestehen.
Demgegenu¨ber entstehen folgende Nachteile:
• Der in der Verschiebungs-Formfunktion abnehmende Term ist nicht endgu¨ltig defi-
niert. Dieser Term stellt den Effekt von der abnehmenden Amplitude einer in der
unendlichen Richtung laufenden Welle dar.
• Die Modellierung von Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen mit Hilfe eines fre-
quenzabha¨ngigen infiniten Elements erfordert den Einsatz von Elementen und Net-
zen, die unterschiedliche Gro¨ßen haben. Damit wird es schwierig, eine Impedanz-
funktion von Wellen mit unterschiedlichen Frequenzen unter Verwendung eines ein-
zigen Netzes mit festen Elementgro¨ßen zu erstellen.
Insgesamt u¨berwiegen die Vorteile. Die Kombination finiter und infiniter Elemente bei der
Beschreibung des unendlichen Bodenhalbraums ero¨ffnet neue Mo¨glichkeiten, wie anhand
der Verifizierungs- und Anwendungsbeispiele im Kapitel 8 gezeigt wird.
Kapitel 7
Multi-Schichtenhalbraum
7.1 Allgemeines
Bei einem Multi-Schichtenhalbraum ist es aufwendig - in manchen Fa¨llen unmo¨glich
-, die Schichtgrenzen durch die Finite-Infinite-Elemente-Diskretisierung zu erfassen.
Insofern erscheint es geeigneter, ein von der Schichtenstruktur unabha¨ngiges Finite-
Infinite-Elemente-Netz (Abbildung 7.1) zu benutzen und die Bodeneigenschaften an
jedem Gauß-Integrationspunkt zu identifizieren.
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Abbildung 7.1: Finite-Infinite-Elemente-Diskretisierung eines Multi-Schichtenhalbraums
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7.2 Algorithmus
In der vorliegenden Arbeit wird unabha¨ngig von der Finite-Infinite-Elemente-
Diskretisierung ein Algorithmus entwickelt, in dem die Bodeneigenschaften jeder
Schicht aus einer Eingabedatei gelesen werden. Mit Hilfe der globalen kartesischen Ko-
ordinaten des jeweiligen Gauß-Integrationspunktes wird die einschließende Schicht bzw.
werden die Bodeneigenschaften am Integrationspunkt identifiziert. Diese Identifizierung
ist gu¨ltig sowohl fu¨r das finite als auch fu¨r das infinite Boden-Element. Jede Schicht
muss als 8-Knoten-Volumenraum entsprechend Abbildung 7.2 definiert werden. Die
Abbildung 7.3 zeigt das Flussdiagramm des Algorithmus und die zur Berechnung des
Volumens des Raums verwendeten mathematischen Formeln [Papula 1998]. Mit Hilfe
des Integrationspunktes P und der sechs Grundfla¨chen (A1 bis A6) (Abbildung 7.2)
entstehen sechs Pyramiden. Durch den Vergleich zwischen der Summation der Volumen
der sechs Pyramiden und dem Volumen des 8-Knoten-Volumenraums wird mit Hilfe einer
Genauigkeitsschranke ε entschieden, ob der Intergrationspunkt im betrachteten Raum
liegt oder nicht.
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Abbildung 7.2: Definition der Schichten als 8-Knoten-Volumenraum
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B e r e c h n e n  d e r  s e c h s  G r u n d f l ä c h e n
A  =  1 / 2  .  (  |  b  x  a  |  +  |  c  x  d  |  )
A 1  =  1 / 2  .  (  |  r 1  x  r 2  |  +  |  r 3  x  r 4  |  )
A 2  =  1 / 2  .  (  |  r 5  x  r 6  |  +  |  r 7  x  r 8  |  )
A 3  =  1 / 2  .  (  |  r 1  x  r 9  |  +  |  r 5  x  r 1 0  |  )
A 4  =  1 / 2  .  (  |  r 2  x  r 1 0  |  +  |  r 6  x  r 1 1  |  )
A 5  =  1 / 2  .  (  |  r 3  x  r 1 1  |  +  |  r 7  x  r 1 2  |  )
A 6  =  1 / 2  .  (  |  r 4  x  r 1 2  |  +  |  r 8  x  r 9  |  )
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Abbildung 7.3: Flussdiagramm
Kapitel 8
Verifizierungs- und
Anwendungsbeispiele
8.1 Allgemeines
Eine experimentelle Verifizierung des Finite-Infinite-Elemente-Modell ist sehr aufwendig.
Da ein Labor-Modell kein ausreichendes Referenzmodell darstellt, wurde in Taiwan fu¨r
multinationale kooperative Forschungsprojekte eine seismische Test-Struktur im großen
Maßstab gebaut. Der durchgefu¨hrte Vergleich nach [Choi et al. 2001] zwischen den Taiwan-
Test-Daten und einem Finite-Infinite-Elemente-Modell mit zylindrischem Bodenhalbraum
(Nahbereichsradius sowie Nahbereichstiefe = das Dreifache des Test-Strukturradius) hat
eine sehr gute U¨bereinstimmung gezeigt. Fu¨r ein frequenzabha¨ngiges infinites Element
[Yang et al. 1996] konvergiert die Lo¨sung mit dem Nahbereichsradius R, der das Fu¨nffache
der Schub-Wellenla¨nge betra¨gt (R = 5λs mit λs als Schub-Wellenla¨nge). Nach [Yang und
Yun 1992] konvergiert die Lo¨sung mit dem Nahbereichsradius R, der das zweifache des
Fundamentradius betra¨gt (R = 2r mit r als Fundamentraduis).
Die in dem vorliegenden Kapitel aufgestellten Beispiele haben eine Nahbereichsbreite und
-tiefe, die das zwei bis dreifache der Fundamentbreite betra¨gt.
8.2 Benchmark-Test fu¨r Rand- und infinites Ele-
ment: Statische Berechnung
8.2.1 Halbraum unter kreisfo¨rmiger Fla¨chenlast
Zur statischen U¨berpru¨fung des Randelementes (RAND4) und des infiniten Elementes
(INFV8) wurde eine kreisfo¨rmige Fla¨che (R = 5m) an der Oberfla¨che eines unendlich
ausgedehnten Halbraums mit einer gleichma¨ßigen Belastung (q = 100 kN/m2) in verti-
kaler Richtung (z) belastet (Abbildung 8.1). Die Modellierung des Halbraums erfolgt mit
den Materialkennwerten E = 3000kN/m2 und ν = 0, 3 zum einen mit Randelementen
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und zum anderen mit finiten und infiniten Elementen. Die Diskretisierung des Bodens
im Nahbereich (eine Viertelkugel mit 10m Radius) erfolgt durch acht Elemente in ra-
dialer Richtung. Schließlich erfolgt die Infinite-Elemente-Diskretisierung des Fernbereichs
am Rand zwischen Nah- und Fernbereich durch fu¨nf Mahl fu¨nf Elemente. Der Verlauf
der vertikalen Verschiebung der Oberfla¨chenebene in radialer Richtung wurde mit einer
analytischen Lo¨sung [Smoltczyk 1990] verglichen (Abbildung 8.2). Es ist erkennbar, dass
die Ergebnisse der drei Analysen gut u¨bereinstimmen. Die einzige geringe Abweichung
ergibt sich bei der Lo¨sung mit Randelementen. Hier verringern sich die Verschiebungen
gegenu¨ber der analytischen Lo¨sung bei steigender Entfernung von der Belastung.
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Abbildung 8.1: Kreisfo¨rmige Belastung an der Oberfla¨che eines Halbraums
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Abbildung 8.2: Vertikale Verschiebung der Oberfla¨che eines Halbraums in radialer Richtung
8.2.2 Halbraum unter Einzellast
Zur weiteren statischen U¨berpru¨fung des infiniten Elementes (INFV8) wurde ein Halb-
raum als FE-IFE Modell mit einem Elastizita¨tsmodul E = 1, 0 kN/m2 und der Quer-
kontraktionszahl ν = 0, 1 modelliert und mit einer Einzellast P = 1 kN im Mittelpunkt
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der Oberfla¨che belastet (Abbildung 8.3). Die Diskretisierung des Bodens im Nahbereich
(eine Viertelkugel mit 10m Radius) erfolgt durch acht Elemente in radialer Richtung.
Schließlich erfolgt die Infinite-Elemente-Diskretisierung des Fernbereichs am Rand zwi-
schen Nah- und Fernbereich durch fu¨nf Mahl fu¨nf Elemente. Die vertikale Verschiebung
in radialer Richtung r an der Oberfla¨che und in der Tiefe z bei r = 0 wurde mit einer
analytischen Lo¨sung [Timoshenko und Goodier 1970] verglichen (Abbildungen 8.4, 8.5).
Da die Verschiebung bei r = 0 analytisch unendlich und numerisch unbestimmt ist, wird
der Vergleich ab r = 1, 0m durchgefu¨hrt.
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Abbildung 8.3: Einzellast an der Oberfla¨che eines Halbraums
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Abbildung 8.4: Vertikale Verschiebung in radialer Richtung r an der Oberfla¨che eines Halb-
raums
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Abbildung 8.5: Vertikale Verschiebung in der Tiefe-Richtung z eines Halbraums bei r = 0
8.3 Benchmark-Test fu¨r infinites Element: Dynami-
sche Berechnung
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Abbildung 8.6: Block auf elastischem Halbraum mit runder Begrenzung des Nahbereichs
Die dynamische Beanspruchung eines auf einem homogenen Halbraum ruhenden elasti-
schen Blocks (Abbildung 8.6) wird als ebener Verzerrungszustand untersucht. Der elasti-
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Abbildung 8.7: Block auf elastischem Halbraum mit viereckiger Begrenzung des Nahbereichs
sche Block und der Nahbereich des Bodens werden mittels finiten Elementen (FE) diskre-
tisiert [Kim und Yun 2000]. Der Fernbereich des Bodens wird mittels infiniten Elementen
(IFE) modelliert.
Fu¨r den Block (8m · 12m) wird der Elastizita¨tsmodul Eb = 3, 0 · 107kN/m2, die Massen-
dichte ρb = 2, 0 t/m
3 und die Querkontraktionszahl νb = 0, 25 gesetzt. Eine Da¨mpfung
des Blocks selbst wird nicht angesetzt. Fu¨r das homogene Bodenmedium entsprechen die
Massendichte und die Querkontraktionszahl den Werten des Blocks. Die Berechnung wird
dann mit zwei verschiedenen Werten fu¨r den Elastizita¨tsmodul des Bodens Es durch-
gefu¨hrt, und zwar 1, 0 · 107kN/m2 und 3, 0 · 107kN/m2.
p ( k N / m )
t
1 , 0
5 ∆ t
∆ t = 0 , 0 0 0 8  s e c
Abbildung 8.8: Impulsbelastung pv und ph
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Abbildung 8.9: Vertikale Verschiebung im Punkt A
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Abbildung 8.10: Horizontale Verschiebung im Punkt A
Die transiente Last in Abbildung 8.8 wirkt auf der Oberfla¨che des Blocks in vertikaler
und horizontaler Richtung.
Die vertikale und horizontale Verschiebung im Punkt A des Blocks wird mittels Zei-
tintegrationsverfahren unter Beru¨cksichtigung der Abstrahlungsda¨mpfung innerhalb des
infiniten Bereichs berechnet. Die Ergebnisse werden mit denen von [von Estorff 1991] in
Abbildungen 8.9 und 8.10 verglichen. Hier erkennt man, dass die Abweichung der Er-
gebnisse gegenu¨ber der Referenzlo¨sung gro¨ßer ist, je weicher der Boden gegenu¨ber der
Struktur wird.
Der Einfluss der Halbraumform ist in Abbildung 8.11 dargestellt. Hier wird die Verschie-
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bung zweier Analysen mit einem runden und einem viereckigen Nahbereich (Abbildungen
8.6, 8.7) verglichen. Es ist zu bemerken, dass das Da¨mpfungsverhalten bei einem vierecki-
gen Nahbereich besser ist.
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Abbildung 8.11: Vertikale Verschiebung im Punkt A (runder und viereckiger Halbraum )
Zur U¨berpru¨fung der Wellenreflektion (Abstrahlungsda¨mpfung) am U¨bergang zwischen
dem Nah- und Fernbereich wird der Verlauf der vertikalen Verschiebung des Knotens C
(Abbildung 8.6) unter Einwirkung der vertikalen Last pv untersucht. Abbildung 8.12 zeigt,
dass es keine Wellenreflektion am U¨bergangsrand gibt. Damit werden die erforderlichen
Randbedingungen erfu¨llt.
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Abbildung 8.12: Vertikale Verschiebung im Punkt C
Der Einfluss der Halbraum-Modellierung und Abstrahlungsda¨mpfung auf die vertikale
Spannung σzz im Element 300 (Abbildung 8.6) unter der Impulslast (Abbildung 8.8) ist
in Abbildung 8.13 dargestellt. Ebenfalls wurde diese Spannung unter konkreten Erdbe-
bendaten (Abbildung 8.18) untersucht. Der Zeitverlauf der Spannung σzz im Element
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300 des Blocks ist in Abbildung 8.14 als festgelagerter Block und in Abbildung 8.15 als
Halbraum-gelagerter Block dargestellt.
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Abbildung 8.13: Globale Spannung σzz infolge einer Impulslast
Die Abbildungen zeigen, dass die Spannungen durch die Halbraumlagerung und Beru¨ck-
sichtigung der Abstrahlungsda¨mpfung verringert und schnell geda¨mpft werden. Hieraus
la¨sst sich ableiten, dass auf weichem Boden gegru¨ndete Bauwerke weniger gescha¨digt wer-
den als auf Fels gegru¨ndete. Die in Abbildung 8.15 zu erkennenden Spannungsspitzen
resultieren aus der Anna¨herung der Erregerfrequenz an die Eigenfrequenz des Systems.
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Abbildung 8.14: Globale Spannung σzz infolge Erdbeben gema¨ß Abb. 8.18 (Festlagerung)
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Abbildung 8.15: Globale Spannung σzz infolge Erdbeben gema¨ß Abb. 8.18 (Halbraumlagerung)
8.4 Benchmark-Test fu¨r Flu¨ssigkeitselement
8.4.1 Lastfall Eigengewicht
Zur U¨berpru¨fung des Flu¨ssigkeitselements bei statischen Berechnungen wird ein Tank
mit einem Radius von 5m, einer Wasserho¨he von 9m und einer starren Wand statisch
berechnet. Die Diskretisierung erfolgt mit acht Elementen in radialer Richtung, sechzehn
Elementen im Umfang und neun Elementen in der Ho¨he, einemWasserkompressionsmodul
vonK = 22, 5·105 und zwei Gauss-Integrationspunkten pro Richtung. Der Wasserdruck im
Mittelpunkt des Elements ist in Abbildung 8.16 dargestellt, dabei stimmen die Ergebnisse
mit dem hydrostatischen Druck erwartungsgema¨ß vollsta¨ndig u¨berein.
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Abbildung 8.16: Darstellung der Druckspannungen unter Eigengewicht
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8.4.2 Eigenform
Das dynamische Verhalten des Flu¨ssigkeitselements wurde mit Hilfe einer Eigenfrequenz-
berechnung untersucht. Die Berechnung wurde unter Beru¨cksichtigung eines Rotations-
faktors Krot = 5, 5 und zweier Gauss-Integrationspunkte pro Richtung durchgefu¨hrt. Die
statische Verformung und die erste Eigenform sind in Abbildung 8.17 dargestellt. Die
ermittelte Kreisfrequenz (ω = 1, 9rad/sek.) stimmt mit der Lo¨sung mittels der Housner-
Formel (4.92) u¨berein.
1 .  E i g e n f o r m  ω = 1 . 9 0 0  r a d / s e k .    m i t  K r o t = 5 , 5
1 .  E i g e n f o r m  ω = 1 . 7 8 7  r a d / s e k .    m i t  K r o t = 0 , 0                          
S t a t i s c h e  V e r f o r m u n g
Abbildung 8.17: Flu¨ssigkeitseigenform und statische Verformung
8.5 Beha¨lterbauwerk
Im Gegensatz zur pauschalen Erfassung der seismischen Beanspruchungen mittels des
Antwortspektrenverfahrens ist die Zeitverlaufsberechnung eines Flu¨ssigkeitstanks mit kon-
kreten gegebenen Daten der einzig sinnvolle Weg zur wirklichkeitsnahen Bemessung gegen
Erdbebeneinwirkung. Darin sollten alle wesentlichen Interaktionen zwischen den einzelnen
Komponenten wie Boden, Tankfundament, Tankwa¨nde und Flu¨ssigkeit Beru¨cksichtigung
finden.
Im Folgenden wird ein Wassertank aus Beton (E = 2, 1 ·107 kN/m2, ν = 0, 2) mit 5m Ra-
dius, 10m Ho¨he und 9m Wasserho¨he, der auf einem Bodenhalbraum (E = 5 · 104 kN/m2,
ν = 0, 35) gegru¨ndet ist, unter den konkreten Erdbebendaten des Elcentro-Bebens aus
dem Jahre 1940 (Abbildung 8.18) berechnet. Der Tank hat 30cm Wanddicke und 50cm
Sohlendicke. Die Diskretisierung der Tankwand erfolgt durch sechzehn Elemente u¨ber
den Umfang und zehn Elemente in der Ho¨he. Die Tanksohle wird durch acht Elemente
in radialer Richtung und sechzehn Elemente in Umfangsrichtung abgebildet. Die Diskre-
tisierung des Wassers erfolgt durch sechzehn Elemente u¨ber den Umfang, neun Elemente
in der Ho¨he und acht Elemente in radialer Richtung. Die Diskretisierung des Bodens
im Nahbereich (eine Halbkugel mit 10m Radius) erfolgt durch dreizehn Elemente in ra-
dialer Richtung. Schließlich erfolgt die Infinite-Elemente-Diskretisierung des Fernbereichs
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Abbildung 8.18: Akzelerogram des Elcentro-Erdbeben 1940
am Rand zwischen Nah- und Fernbereich durch sechzehn Mahl zehn Elemente. Fu¨r die
Tankstruktur wurde das im Software-Programm FEMAS 2000 vorhandene Schalenele-
ment (ASE4) eingesetzt. Vereinfachend und aus Gru¨nden der Rechnerkapazita¨t wird nur
die Materialda¨mpfung beru¨cksichtigt. Die Abbildung 8.19 zeigt die Schnittkra¨fte im be-
trachteten Element unter den konkreten Erdbebendaten (Abbildung 8.18).
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Abbildung 8.19: Schnittgro¨ßen des Beha¨lterbauwerks
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8.6 Wind-Energie-Turm
Das nachfolgend wiedergegebene Beispiel nach [Harte und Wo¨rmann 2003] behandelt die
Eigenfrequenzanalyse einer Windenergieanlage mit Spannbetonturm AEOLUS II im Jade-
Windpark bei Wilhelmshaven. Derartige Spannbetontu¨rme ru¨cken gegenu¨ber Stahltu¨rmen
zunehmend in den Vordergrund des Interesses, da sie aufgrund ihrer gro¨ßeren Steifigkeit
besser gegen die Erregerfrequenzen der Windenergieanlage abgestimmt werden ko¨nnen.
Die Hauptabmessungen sind Abbildung 8.20 zu entnehmen. Alternativ zur ausgefu¨hrten
Bauweise wird der Turm auf einem Kreisfundament (2, 5m Dicke und 18m Durchmesser)
gegru¨ndet.
9 2 , 0 0  m
8 7 , 7 4  m
0 , 0 0  m
∅ a = 4 , 5 0  m
∅ a = 6 , 2 1  m
d  =  1 8 . 0  m
E  =  5  ·  1 0 4  k N / m 2
ν  =  0 , 3 5
5 2 , 0 0  m
4 3 , 0 0  m  
∅ a = 4 , 5 0  m
∅ a = 4 , 6 6  m
2 . 5  m
E  =  2 9  ·  1 0 6  k N / m 2
C 2 0 / 2 5
E  =  3 2  ·  1 0 6  k N / m 2
C 3 0 / 3 7
Abbildung 8.20: Dimensionen des Wind-Energie-Turms AEOLUS II
Fu¨r die Berechnung der Eigenfrequenzen unter Beru¨cksichtigung der Bauwerk-Boden-
Interaktion werden folgende Annahmen fu¨r die Gru¨ndung des Turms getroffen:
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• Gru¨ndung der Fundamentplatte auf Fels,
• Gru¨ndung auf homogenem Boden als Halbraum (E = 5 · 104 kN/m2 , ν = 0, 35),
• Gru¨ndung auf homogenem Boden als Halbraum (E = 5 · 104 kN/m2 , ν = 0, 35) in
einer Sta¨rke von 9m bzw. 18m, begrenzt durch Fels.
1 .  E i g e n f o r m  0 , 7 0 7  H z 2 .  E i g e n f o r m  2 , 0 3 9  H z
F e l s F e l s
1 .  E i g e n f o r m   0 , 7 2 4  H z 2 .  E i g e n f o r m   2 , 1 3 2  H z
F e l sF e l s
1 .  E i g e n f o r m  0 , 7 0 6  H z 2 .  E i g e n f o r m  2 , 0 3 0  H z
F e l s F e l s
1 .  E i g e n f o r m   0 , 7 0 2  H z 2 .  E i g e n f o r m   1 , 3 4 3  H z
9m
 1
8 
m
Abbildung 8.21: Eigenformen eines Wind-Energie-Turms
Die jeweilige 1. und 2. Eigenform und die zugeho¨rigen Eigenfrequenzen werden in Abbil-
dung 8.21 dargestellt. Neben der Verringerung der zweiten Eigenfrequenz um ca. 37% bei
homogenem Boden verdeutlichen die Darstellungen den Einfluss der Lage der Felsschicht
auf das Schwingungsverhalten des Turms.
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8.7 Ku¨hlturm-Niederaußem mit unterschiedlichen
Gru¨ndungssituationen
E = 5 , 2  ·  1 0 4  k N / m 2  
   ν = 0 , 3 5
E = 1 , 5  ·  1 0 4  k N / m 2  
   ν = 0 , 3 5
E = 7 , 5   ·  1 0 3  k N / m 2  
   ν = 0 , 3 5
   ν = 0 , 3 5
E = 6 , 0   ·   1 0 4  k N / m 2  
Abbildung 8.22: Schichtenstruktur 1
E = 5 , 2   ·  1 0 4  k N / m 2  
   ν = 0 , 3 5
E = 1 , 5   ·   1 0 4  
   ν = 0 , 3 5
E = 7 , 5   ·   1 0 3  
   ν = 0 , 3 5
E = 6 , 0   ·   1 0 4  k N / m 2  
   ν = 0 , 3 5
Abbildung 8.23: Schichtenstruktur 2
Die Gru¨ndung eines Ku¨hlturms hat die Aufgabe, die am Fuße des Stu¨tzenfachwerks an-
greifenden Kra¨fte unter mo¨glichst gleichma¨ßigen Setzungen in den Boden zu u¨bertragen.
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E = 5 , 2   ·   1 0 4  k N / m 2  
   ν = 0 , 3 5
E = 1 , 5   ·   1 0 4  
   ν = 0 , 3 5
E = 7 , 5   ·   1 0 3  
   ν = 0 , 3 5
F e l s  
Abbildung 8.24: Schichtenstruktur 3
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Abbildung 8.25: Finite-Infinite Elemente-Diskretisierung der Struktur
Die Setzungen wiederum sind abha¨ngig vom jeweiligen Gru¨ndungskonzept und vor al-
lem von der Schichtung des Baugrunds. Im vorliegenden Fall werden am Beispiel des
Ku¨hlturms Niederaußem [Harte et al. 2004] drei verschiedene Schichtenstrukturen des
Bodenhalbraums angenommen (Abbildungen 8.22, 8.23 und 8.24) und im Rahmen ei-
ner statischen Analyse untersucht. Die Finite-Infinite-Elemente-Modellierung (Abbildung
8.25) erfolgt durch eine Unterteilung des Halbraums in zwei Bereiche, in den Nah- und
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Fernbereich. Wa¨hrend der Nahbereich unter dem Ringfundament engmaschig durch finite
Volumenelemente diskretisiert wird, erfolgt fu¨r den u¨brigen Bereich eine grobe Diskre-
tisierung durch radiale Volumenelemente. Der Fernbereich wird durch infinite Elemente
modelliert.
Die Normalkra¨fte bzw. die Verschiebungen der Stu¨tzen infolge Eigengewicht und Windlast
werden in den Abbildungen 8.26, 8.27 bzw. 8.28, 8.29 dargestellt. Zusa¨tzlich wird in den
Abbildungen 8.26 und 8.27 das Diagramm durch den Verlauf der Stu¨tzennormalkra¨fte bei
Ansatz eines homogenen Bodenhalbraums erga¨nzt.
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Abbildung 8.26: Normalkra¨fte in den Stu¨tzen infolge Eigengewicht
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Abbildung 8.27: Normalkra¨fte in den Stu¨tzen infolge Windlast
Wa¨hrend die Ergebnisse fu¨r die Strukturen 1 und 2 nur geringe Unterschiede aufweisen,
ergibt sich fu¨r die Schichtenstruktur 3 ein extrem anderes Bild. Der Knickpunkt zwischen
Fels- und Multi-Schicht-Lagerung beeinflusst die Normalkra¨fte in den Stu¨tzen ebenso wie
die Vertikalverschiebungen, vor allem im mittleren Stu¨tzenbereich.
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Abbildung 8.28: Vertikalverschiebung der Stu¨tzen infolge Eigengewicht
W i n d l a s t
- 1 , 0 0 E - 0 2
- 5 , 0 0 E - 0 3
0 , 0 0 E + 0 0
5 , 0 0 E - 0 3
1 , 0 0 E - 0 2
1 , 5 0 E - 0 2
135791 11 31 51 71 92 12 32 5
S t ü t z e n
V
er
ti
ka
le
 V
er
sc
h
ie
b
u
n
g
S c h - S t r - 1
S c h - S t r - 2
S c h - S t r - 3
[m
]
Abbildung 8.29: Vertikalverschiebung der Stu¨tzen infolge Windlast
Im Gegensatz zu den Schichtenstrukturen 1 und 2 kann in diesem Fall die Steifigkeit der
Bauwerksstruktur und des Fundaments die Normalkra¨fte und ebenso die Setzungsunter-
schiede nicht mehr ausgleichen.
Die Abbildungen 8.30 und 8.31 zeigen den Verlauf der Meridiankra¨fte im Schnitt I − I
und II − II des Ku¨hlturms infolge Eigengewicht. Man erkennt, dass bei einer Bauwerks-
lagerung auf homogenem Baugrund und auf einem Halbraum mit der Schichtenstruktur
1 und 2 die Meridiankra¨fte n22 nur geringfu¨gig voneinander abweichen. Bei der Schich-
tenstruktur 3 treten sehr große Abweichungen auf.
Zur weiteren Untersuchung des Ku¨hlturms mit der Schichtenstruktur 3 wurde die Verfor-
mung des Ku¨hlturms infolge Eigengewicht in Abbildung 8.32 dargestellt. Die Abbildun-
gen 8.34 und 8.35 stellen die Verteilungen der Ring- und Meridiankra¨fte an verschie-
denen Ho¨hen des Ku¨hlturms dar. Anschaulich kann die Gla¨ttung und A¨nderung der
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Schnittgro¨ßenverteilung u¨ber die Ho¨he auf das bei negativ gekru¨mmten Schalen bekannte
Lastabtragungsverhalten entlang der Erzeugenden (Abbildung 8.33) zuru¨ckgefu¨hrt wer-
den.
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Abbildung 8.30: Meridiankra¨fte n22 im Schnitt I − I (h = 18m) infolge Eigengewicht
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Abbildung 8.31: Meridiankra¨fte n22 im Schnitt II − II (h = 42m) infolge Eigengewicht
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Abbildung 8.32: Verformung des Ku¨hlturms infolge Eigengewicht bei einer Schichtenstruktur
3-Lagerung
D r u c k Z u g
2 0 0 . 0 0  m
1 2 . 1 8  m
0 ° 3 6 0 °
D r u c k
Abbildung 8.33: Kra¨fteverteilung entlang der Erzeugenden der Ku¨hlturmschale [Harte 2002]
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Abbildung 8.34: Ringkra¨fte n11 in unterschiedlichen Ho¨hen des Ku¨hlturms infolge Eigengewicht
bei Schichtenstruktur 3
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Abbildung 8.35: Meridiankra¨fte n22 in unterschiedlichen Ho¨hen des Ku¨hlturms infolge Eigen-
gewicht bei Schichtenstruktur 3
Kapitel 9
Schlussbemerkungen
Mit dem in der vorliegenden Arbeit entwickelten Berechnungsverfahren nach der Finite-
Elemente- und Infinite-Elemente-Methode ist eine leistungsfa¨hige Mo¨glichkeit geschaffen
worden, das Verhalten von Bauwerken unter dynamischer Anregung numerisch zu ana-
lysieren. Hierbei ko¨nnen alle wesentlichen Interaktionseinflu¨sse mit einbezogen werden.
Dieses la¨sst sich in Na¨herungsverfahren wie der Modalanalyse oder dem Antwortspek-
trenverfahren in der Regel nicht beru¨cksichtigen. Daher werden auf Dauer Zeitverlaufs-
berechnungen mit konkreten Daten der einzig sinnvolle Weg zur Erdbebenbemessung
der Bauwerke sein. Darin sollten alle wesentlichen Interaktionen zwischen den einzelnen
Komponenten Beru¨cksichtigung finden. Ein Finite-Infinite-Elemente-Verfahren, wie es im
Rahmen dieser Arbeit vorgestellt wurde, eignet sich besonders gut fu¨r solche Anwendun-
gen.
Die Kombination zwischen Finite- und Infinite-Elemente-Methode fu¨hrt zu unreflektier-
ten Randbedingungen, die sich bei transienten Wellenausbreitungsproblemen in zwei- und
drei-dimensionalen infiniten Doma¨nen anwenden lassen. Dabei sind die komplizierten Kon-
volutionsberechnungen, wie sie bei der Randelemente-Methode auftreten, zu vermeiden.
Die Infinite-Elemente-Methode la¨sst sich ohne Schwierigkeiten mit der Finite-Elemente-
Methode koppeln, und zwar ohne Kopplungsmatrix.
Der in der vorliegenden Arbeit entwickelte Algorithmus zur Beru¨cksichtigung eines Multi-
Schichtenhalbraums unabha¨ngig vom Finite-Infinite-Elemente-Netz ist sehr sinnvoll bei
der praktischen Vernetzung, außerdem ermo¨glicht er die Beru¨cksichtigung der Steifig-
keit der Struktur und der unterschiedlichen Steifigkeiten des Bodens in einer Ein-Schritt-
Berechnung.
Fu¨r zuku¨nftige Forschungsarbeiten noch offen geblieben ist die Beru¨cksichtigung des
Grundwassers innerhalb des Nah- und Fernbereichs, wobei das in der vorliegenden
Arbeit entwickelte Flu¨ssigkeitselement, entweder bei der Druck- oder Verschiebungs-
Formulierung, neben dem finiten und infiniten Bodenelement unter Verwendung des
Durchla¨ssigkeitsbeiwerts des Bodens eingesetzt werden kann. Daru¨berhinaus kann das
vorgestellte Modell auf die Untersuchung des Pha¨nomens der Bodenverflu¨ssigung wa¨hrend
einer Erdbebenanregung erweitert werden.
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Kontinuumsmechanik
A.1 Tensor-Produkt
Fu¨r zwei Vektoren a und b erha¨lt man das Produkt
a⊗ b = ab , wobei ab 6= ba (A.1)
als Tensor-Produkt (freies Produkt) mit der Eigenschaft
(ab) · v = a(b · v) und v · (ab) = (v · a)b . (A.2)
Die kontravarianten und kovarianten Komponenten eines Vektors a sind:
a · gi = ai und a · gi = ai , (A.3)
damit gilt
a = ai gi = ai g
i . (A.4)
Fu¨r den Tensor
T = ab mit T kl = akbl , Tkl = akbl , T
k
l = a
kbl und T
k
l = alb
k (A.5)
erha¨lt man:
gk ·T · gl = gk · ab · gl = gk · ai gi bj gj · gl = aibjδki δlj = akbl = T kl (A.6)
wobei T kl die kontravarianten Komponenten des Tensors T sind. Analog gilt:
gk ·T · gl = ak bl = Tkl = Kovariante Komponente des Tensors T
gk ·T · gl = ak bl = T kl = gemischte Komponente des Tensors T
gl ·T · gk = al bk = T kl = gemischte Komponente des Tensors T
mit
T = T kl gkgl = T
k
l gkg
l = T kl g
lgk = Tkl g
kgl . (A.7)
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A.2 Komponenten des Verschiebungsvektors
Nach Abbildung 3.5 ergibt sich der Verschiebungsvektor u zu:
u = r−R+ a . (A.8)
Wenn r und R im Ursprung des Koordinatensystems Zi definiert sind, wird
a = 0 und es gilt u = r−R . (A.9)
Die ko- und kontravarianten Komponenten des Verschiebungsvektors u lauten in
Lagrange-Koordinaten:
u ·Gi(X) = Ui , u ·Gi(X) = U i , (A.10)
und in Euler-Koordinaten:
u · gi(x) = ui , u · gi(x) = ui . (A.11)
Damit erha¨lt man
u = U i Gi = Ui G
i = ui gi = ui g
i . (A.12)
Die Komponenten (Ui und ui bzw. U
i und ui) sind Tensor-Komponenten, ihre Abha¨ngig-
keit von physikalischen Komponenten (
◦
U i und
◦
ui bzw.
◦
U i und
◦
ui) wird mit Hilfe der
normierten Basisvektoren beschrieben.
Aus
◦
gi=
gi
|gi| =
gi√
g(ii)
=
√
g(ii) gi folgt gi =
√
g(ii)
◦
gi , (A.13)
bzw.
aus
◦
gi =
√
g(ii) g
i folgt gi =
√
g(ii)
◦
gi . (A.14)
Somit ergibt sich:
u = ui gi = u
i √g(ii)
◦
gi =
◦
ui
◦
gi . (A.15)
Hieraus erha¨lt man:
ui =
◦
ui√
g(ii)
=
◦
ui
√
g(ii) (A.16)
und
ui =
◦
ui√
g(ii)
=
◦
ui
√
g(ii) (A.17)
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A.3 Partielle Ableitung der Vektoren und Tensoren
A.3.1 Partielle Ableitung der Basisvektoren (Christoffel-
Symbole)
Die festgelegten rechtwinkligen Koordinaten zi mit i = 1, 2, 3 und die konvektiven Koor-
dinaten xi mit i = 1, 2, 3 haben folgende Beziehungen:
zi = zi(x1, x2, x3) , xi = xi(z1, z2, z3) und det(
∂zm
∂xj
) > 0 . (A.18)
Aus
gi =
∂zn
∂xi
in
erha¨lt man durch Umformen
in = gi
∂xi
∂zn
. (A.19)
Die partielle Ableitung von gi nach xj ist:
∂gi
∂xj
=
∂
∂xj
(
∂zn
∂xi
in) =
∂2zn
∂xj∂xi
in . (A.20)
Ersetzt man in (A.20) in durch (A.19), erha¨lt man:
∂gi
∂xj
=
∂xm
∂zn
∂2zn
∂xj∂xi
gm = Γ
m
ji gm , (A.21)
wobei
Γmji =
∂xm
∂zn
∂2zn
∂xj∂xi
= gm gi,j = g
m gj,i mit i, j,m = 1, 2, 3 (A.22)
das Christoffel-Symbol der zweiten Art genannt wird. Entsprechend (A.22) gilt:
Γmji = Γ
m
ij (A.23)
Fu¨r die reziproken Basisvektoren gi gilt:
gi · gm = δim . (A.24)
Durch partielle Ableitung auf beiden Seiten nach xj bekommt man:
∂gi
∂xj
· gm + gi · ∂gm
∂xj
= 0 . (A.25)
Durch Einsetzen des Christoffel-Symbols der zweiten Art erha¨lt man:
∂gi
∂xj
· gm = −gi · Γnjm gn = −Γijm . (A.26)
Durch den Ansatz
gm(
∂gi
∂xj
· gm) = −Γijm gm (A.27)
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erha¨lt man
∂gi
∂xj
= −Γijm gm . (A.28)
Die partielle Ableitung des Metriktensors gij nach xm lautet:
∂gij
∂xm
=
∂
∂xm
(gi · gj) = ∂gi
∂xm
· gj + gi · ∂gj
∂xm
= Γnim gn · gj + gi · Γnjm gn
= Γnim gnj + Γ
n
jm gin
= Γimj + Γjmi , (A.29)
mit
Γimj = Γ
n
im gnj und Γjmi = Γ
n
jm gin (A.30)
als Christoffel-Symbole der ersten Art. Durch Summation der folgenden Gleichungen
∂gjm
∂xi
= Γjim + Γmij , (A.31)
∂gmi
∂xj
= Γmji + Γijm , (A.32)
und Subtraktion von (A.29) und Division des Resultats durch 2 erha¨lt man:
Γijm =
1
2
(
∂gim
∂xj
+
∂gjm
∂xi
− ∂gij
∂xm
) . (A.33)
Falls die Metriktensoren des Koordinatensystems bekannt sind, kann man die Christoffel-
Symbole der ersten Art berechnen und danach mit ihrer Hilfe die Christoffel-Symbole der
zweiten Art bestimmen.
A.3.2 Kovariante partielle Ableitung des Verschiebungsvektors
Die kovariante partielle Ableitung der kontravarianten Komponente des Verschiebungs-
vektors lautet:
∂u
∂xi
=
∂
∂xi
(um gm)
=
∂um
∂xi
gm + u
m ∂gm
∂xi
=
∂um
∂xi
gm + u
mΓnmi gn
=
∂un
∂xi
gn + u
mΓnmi gn
=
[
∂un
∂xi
+ umΓnmi
]
gn
= un|i gn , (A.34)
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wobei un|i als kovariante partielle Ableitung der kontravarianten Komponente un nach
ra¨umlichen Koordinaten xi definiert ist.
Die kovariante partielle Ableitung der kovarianten Komponente des Verschiebungsvektors
lautet:
∂u
∂xi
=
∂
∂xi
(um g
m)
=
∂um
∂xi
gm + um
∂gm
∂xi
=
∂um
∂xi
gm − umΓmin gn
=
∂un
∂xi
gn − umΓmin gn
=
[
∂un
∂xi
− umΓmin
]
gn
= un|i gn (A.35)
wobei un|i als kovariante partielle Ableitung der kovarianten Komponente un nach ra¨um-
lichen Koordinaten xi definiert ist.
Daraus folgt die Beziehung:
∂u
∂xi
= un|i gn = un|i gn . (A.36)
A.3.3 Kovariante partielle Ableitung des Spannungsvektors
Die kovariante partielle Ableitung der kontravarianten Komponenten des Spannungsten-
sors lautet:
∂σ
∂xm
=
∂
∂xm
(σklgkgl)
=
∂σkl
∂xm
gkgl + σ
kl ∂gk
∂xm
gl + σ
klgk
∂gl
∂xm
=
∂σkl
∂xm
gkgl + σ
klΓnkmgngl + σ
klΓnlmgkgn
=
∂σkl
∂xm
gkgl + σ
nlΓknmgkgl + σ
knΓlnmgkgl
=
[
∂σkl
∂xm
+ σnlΓknm + σ
knΓlnm
]
gkgl
= σkl|mgkgl (A.37)
mit
σkl|m =
[
∂σkl
∂xm
+ σnlΓknm + σ
knΓlnm
]
. (A.38)
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Bei a¨quivalenter Vorgehensweise erha¨lt man:
σk l|m =
[
∂σk l
∂xm
+ σn lΓ
k
mn − σk nΓnlm
]
(A.39)
und
σkl|m =
[
∂σkl
∂xm
− σnlΓnkm − σknΓnlm
]
. (A.40)
A.3.4 Kontravariante partielle Ableitung des Verschiebungsvek-
tors
Die kontravarianten partiellen Ableitungen des Verschiebungsvektors lauten :
uk|m = uk|l glm , (A.41)
uk|m = uk|l glm , (A.42)
wobei uk|m als kontravariante partielle Ableitung von uk nach xm definiert ist und uk|m
als kontravariante partielle Ableitung von uk nach xm definiert ist.
A.4 Kinematik
A.4.1 Materielle Zeitableitung
Die A¨nderung df einer Funktion f = f(xm, t) ist durch das totale Differential
df =
∂f
∂t
dt+
∂f
∂xm
dxm (A.43)
gegeben [Gross et al. 1995]. Falls xm unvera¨nderlich ist, wie bei den Lagrange-Koordinaten,
gibt es nur einen einzigen Partikel, der eine Position X besetzt. In diesem Fall vereinfacht
sich (A.43) zu:
df =
∂f
∂t
dt . (A.44)
Die Zeitableitung der Funktion f (A.43) lautet:
df
dt
=
∂f
∂t
dt
dt
+
∂f
∂xm
dxm
dt
=
∂f
∂t
+
∂f
∂xm
vm
=
∂fk
∂t
gk +
∂fk
∂xm
gk v
m
=
Dfk
Dt
gk =
Dfk
Dt
gk (A.45)
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mit
Dfk
Dt
gk =
∂fk
∂t
gk + f
k|m vm
Dfk
Dt
gk =
∂fk
∂t
gk + fk|m vm (A.46)
als materielle Zeitableitung, wobei v die Geschwindigkeit ist.
Das Konzept der materiellen Ableitung wurde durch Euler (1770) und Lagrange (1783)
eingefu¨hrt und durch Stokes (1845) mit der Notation D/Dt formuliert. Aus (A.45) und
(A.46) folgt allgemein:
d
dt
=
∂
∂t
+ ( ),m v
m (A.47)
und
D
Dt
=
∂
∂t
+ ( )|m vm . (A.48)
Anmerkung:
Allgemein sind die Operatoren
d
dt
6= D
Dt
. (A.49)
Es gibt nur drei Mo¨glichkeiten, in denen die zwei Operatoren identische Resultat ergeben:
1. Bei Verwendung von kartesischen Koordinaten, wobei die Christoffel-Symbole ver-
schwinden.
2. Bei einem Skalarfeld φ(x, t) mit φ|i = φ,i .
3. Bei Verwendung von Lagrange-Koordinaten, mit
Df(X, t)
Dt
=
∂f
∂t
.
A.4.2 Rate des Deformationstensors
Man stellt sich vor, dass dS und ds die La¨nge eines materiellen linearen Elements vor und
nach der Deformation bedeuten. Die Deformationsrate lautet:
D(ds2 − dS2)
Dt
=
D(ds2)
Dt
=
D
Dt
(gkl dx
k dxl)
= gkl
D(dxk)
dt
dxl + gkl dx
k D(x
l)
Dt
= gkl v
k|m dxm dxl + gkl dxk vl|m dxm
= vl|m dxm dxl + vk|m dxm dxk
= vl|m dxm dxl + vm|l dxm dxl
= (vl|m + vm|l) dxm dxl
= 2dlm dx
m dxl (A.50)
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mit
dlm =
1
2
(vl|m + vm|l) = dml . (A.51)
Der symmetrische Tensor dlm wird als Rate vom Deformationstensor definiert.
A.4.3 Dehngeschwindigkeit (Dehnungsrate)
Die Dehngeschwindigkeit des Lagrange-Dehnungstensors lautet:
D(ds2 − dS2)
Dt
= 2
D
Dt
(Ekl dX
k dX l)
= 2E˙kl dX
k dX l
= 2E˙kl
∂Xk
∂xk
∂X l
∂xl
dxl dxk
= 2dkl dx
k dxl (A.52)
mit
dkl = E˙kl
∂Xk
∂xk
∂X l
∂xl
(A.53)
als Rate vom Deformationstensor.
Die Dehngeschwindigkeit des Euler-Dehnungstensors lautet:
D(ds2 − dS2)
Dt
= 2
D
Dt
(ekl dx
k dxl)
= 2
D(ekl)
Dt
dxk dxl + 2ekl
D(dxk)
Dt
dxl + 2ekl dx
k D(dx
l)
Dt
= 2e˙kl dx
k dxl + 2ekl v
k|m dxm dxl + 2ekl dxk vl|m dxm
= 2(e˙kl + eml v
m|k + ekm vm|l) dxk dxl
= 2dkl dx
k dxl (A.54)
mit
dkl = (e˙kl + eml v
m|k + ekm vm|l) . (A.55)
A.5 Elastisches Werkstoffgesetz
Die Spannung σ und die Dehnung ε eines eindimensionalen Elements stehen im folgenden
Zusammenhang:
σ = E ε, (A.56)
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was eine lineare Beziehung zwischen der Spannung und Dehnung darstellt. Eine allgemeine
dreidimensionale Beziehung la¨sst sich mit Hilfe der elastischen potentiellen Energie W ,
die unabha¨ngig von Koordinatentransformationen der Dehnung εij ist, darstellen:
W = W (εij). (A.57)
Wird diese Funktion in einer Taylor-Reihe um εij = 0 mit
Eij = ∂W
∂εij
, Eijrs = ∂
2W
∂εij∂εrs
und Eijrsnp = ∂
3W
∂εij∂εrs∂εnp
entwickelt, erha¨lt man:
W = W0 + E
ijεij +
1
2!
Eijrsεijεrs +
1
3!
Eijrsnpεijεrsεnp . (A.58)
Hierbei gilt
W0 :Konstante
Eijεij :Energie infolge der residualen Spannung,
1
2!
Eijrsεijεrs :Dehnungsenergie infolge linearer elastischen Deformation
1
3!
Eijrsnpεijεrsεnp :Anzeige eines elastischen nichtlinearen Verhalten.
Stellt δW eine virtuelle inkrementelle A¨nderung der Dehnung dar, folgt hieraus:
δW = σijδεij . (A.59)
Es gilt auch
δW =
∂W
∂εij
δεij . (A.60)
Subtrahiert man (A.60) von (A.59), folgt
(σij − ∂W
∂εij
)δεij = 0. (A.61)
Wa¨hlt man εij beliebig, dann gilt
σij =
∂W
∂εij
(A.62)
oder
σij =
∂W
∂εij
= Eij + Eijrsεrs +
1
2
Eijrsnpεrsεnp (A.63)
mit Eij = 0 zum Zeitpunkt t = 0 fu¨r den ungedehnten Zustand. Die Ausdru¨cke in (A.62)
und (A.63) stellen die allgemeine Form der konstitutiven Gleichung eines dreidimensio-
nalen Ko¨rpers dar. Bei linearer Elastizita¨t wird der nichtlineare Term wegfallen [Chung
1988]. Somit lautet die verallgemeinerte konstitutive Gleichung fu¨r kleine Dehnungen:
σij = Eijrsεrs . (A.64)
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Dabei stellt Eijrs den Elastizita¨tstensor dar, der von dem Metriktensor Gij und den physi-
kalischen Eigenschaften eines ungedehnten Ko¨rpers abha¨ngig ist [Green und Zerna 1975].
In ausfu¨hrlicher Form folgt aus (A.64):
σij = Eij11ε11 + E
ij12ε12 + E
ij13ε13
+ Eij21ε21 + E
ij22ε22 + E
ij23ε23 (A.65)
+ Eij31ε31 + E
ij32ε32 + E
ij33ε33 .
Man erha¨lt somit fu¨r die 9 Spannungskomponenten offensichtlich 9 · 9 = 81 elastische
Konstanten.
1.Reduktion
Da der Verzerrungstensor εrs = εsr symmetrisch ist, gilt E
ijrs = Eijsr. Das Stoffgesetz
(A.65) vereinfacht sich zu
σij = Eij11ε11 + E
ij22ε22 + E
ij33ε33
+2
[
Eij12ε12 + E
ij23ε23 + E
ij31ε31
]
. (A.66)
2.Reduktion
Da auch der Spannungstensor σij = σji symmetrisch ist, gilt Eijrs = Ejirs. Der Elasti-
zita¨tstensor reduziert sich somit auf 6 · 6 = 36 Konstanten.
3.Reduktion
Die Anzahl der elastischen Konstanten Eijrs la¨sst sich noch weiter reduzieren. Man be-
zeichnet einen Stoff als hyperelastisch, wenn sich alle Spannungen σij aus einer einzigen
skalarwertigen Funktion W = W (εij) herleiten lassen [Schro¨der 1981]. Mit
σij = ∂W
∂εij
und σrs = ∂W
∂εrs
folgt eine weitere Symmetriebeziehung:
∂σij
∂εrs
=
∂σrs
∂εij
. (A.67)
Mit dem oberen Stoffgesetz
σij = Eijrsεrs und σ
rs = Ersijεij
erha¨lt man
∂σij
∂εrs
= Eijrs und ∂σ
rs
∂εij
= Ersij. (A.68)
Aus (A.68) folgt dann die gesuchte letzte Symmetriebeziehung Eijrs = Ersij. Von den 36
Konstanten verbleiben nur noch 21 Konstanten. Der anisotrope elastische Ko¨rper besitzt
somit 21 Elastizita¨tskonstanten.
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Der isotrope elastische Ko¨rper
Eine weitere Reduzierung der Konstanten ist mo¨glich, wenn ein isotropes Material vorliegt.
Ein Werkstoff ist isotrop, wenn das Stoffgesetz nach einer formtreuen Koordinatentrans-
formation xi = xi(x1, x2, x3) unvera¨ndert bleibt, mit der Nebenbedingung, dass sich dabei
die Verzerrungen ebenfalls nicht a¨ndern. Fu¨r ein isotropes Stoffgesetz muss daher gelten:
σij = Eijrsεrs = E
ijrs
εrs (A.69)
mit εrs = εrs.
Aus der Isotropiebedingung (A.69) folgt dann
Eijrs = E
ijrs
. (A.70)
Demnach mu¨ssen die Elastizita¨tstensoren nach jeder formtreuen Koordinatentransforma-
tion gleich groß sein. Die notwendige Bedingung fu¨r formtreue Elemente ist erfu¨llt,wenn
die Maßzahlen nach einer formtreuen Koordinatentransformation gleich groß sind (Gij =
G
ij
und Gij = Gij). Deswegen kann die Abha¨ngigkeit des Tensor E
ijrs nur lauten:
Eijrs = λ Gij Grs + α Gir Gjs + β Gis Gjr . (A.71)
Hierin sind λ, α und β skalare Stoffkonstanten. Aus der Isotropiebedingung la¨sst sich so-
mit der Elastizita¨tstensor von 21 auf 3 Stoffkonstanten reduzieren.
Weitere Glieder sind in (A.71) offensichtlich nicht mo¨glich. Die Stoffgleichung (A.64)
nimmt mit dem Elastizita¨tstensor (A.71) folgende Form an:
σij = Eijrsεrs = λ G
ij Grsεrs + α G
ir Gjsεrs + β G
is Gjrεrs . (A.72)
Mit Hilfe der Ausdru¨cke
GirGjsεrs = G
irGjsGrsε = G
ijε = εij
und
GijGrsεrs = G
ijGrsGrsε = G
ijεss
folgt
σij = λ Gij εss + α ε
ij + β εij
= λ Gij εss + (α+ β) ε
ij . (A.73)
Hiermit ist eine weitere Reduktion der Stoffkonstanten mo¨glich mit der Abku¨rzung
(α+ β) = 2µ
und mit dem Ausdruck
εij = GijGrsεrs = G
riGsjεrs
erha¨lt man eindeutig
σij = λ Gij Grsεrs + µ G
ir Gjsεrs + µ G
is Gjrεrs (A.74)
oder
σij = λ Gij Grsεrs + 2µ G
ir Gjsεrs. (A.75)
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Das isotrope Kontinuum besitzt demnach nur zwei Stoffkonstanten λ und µ, die
Lame´schen Konstanten. Zieht man in (A.74) die Verzerrungen vor die Summe, so kann
man das Stoffgesetz auch durch den Elastizita¨tstensor ausdru¨cken:
σij = Eijrsεrs
mit
Eijrs = λ Gij Grs + 2µ Gir Gjs (A.76)
oder
Eijrs = µ
(
GisGjr +GirGjs +
λ
µ
GijGrs
)
. (A.77)
Wird (A.77) in kartesischen Koordinaten ausgefu¨hrt, erha¨lt man:
Eijrs = µ
(
δisδjr + δirδjs +
λ
µ
δijδrs
)
. (A.78)
Fu¨r linear-elastisches isotropes Material gilt das allgemeine Hookesche Gesetz in kartesi-
schen Koordinaten:
εij =
1
E
[(1 + ν)σij − ν δij σkk] , (A.79)
hierbei ist E der Elastizita¨tsmodul und ν die Querkontraktionszahl. Wird das allgemeine
Hookesche Gesetz ausfu¨hrlich fu¨r den dreidimensionalen Fall in kartesischen Koordinaten
geschrieben, erha¨lt man folgende Gleichungen:
ε11 =
1
E
[σ11 − ν(σ22 + σ33)] , (A.80)
ε22 =
1
E
[σ22 − ν(σ11 + σ33)] , (A.81)
ε33 =
1
E
[σ33 − ν(σ11 + σ22)] , (A.82)
2ε12 =
2(1 + ν)
E
σ12 , (A.83)
2ε23 =
2(1 + ν)
E
σ23 , (A.84)
2ε31 =
2(1 + ν)
E
σ31 . (A.85)
Aus der Summation
(ε11 + ε22 + ε33) =
1
E
(1− 2ν)(σ11 + σ22 + σ33) (A.86)
folgt:
σkk =
E
(1− 2ν)εkk . (A.87)
Wird die Summation (A.87) in Gleichung (A.79) eingesetzt, erha¨lt man:
εij =
(1 + ν)
E
σij − ν
(1− 2ν) δij εkk . (A.88)
A.5 Elastisches Werkstoffgesetz 115
Wird Gleichung (A.88) nach der Spannung aufgelo¨st, erha¨lt man:
σij =
E
(1 + ν)
(
εij +
ν
(1− 2ν)δij εkk
)
=
E
(1 + ν)
εij +
Eν
(1 + ν)(1− 2ν)δij εkk . (A.89)
Auf a¨hnliche Weise erha¨lt man die Spannungsgleichung fu¨r den zweidimensionalen Fall:
σαβ =
E
(1 + ν)
(
εαβ +
ν
(1− ν)δαβ εγγ
)
=
E
(1 + ν)
εαβ+
Eν
(1 + ν)(1− ν)δαβ εγγ .(A.90)
Das Hookesche Gesetz (A.89) la¨sst sich dann wie folgt schreiben:
σij =
E
2(1 + ν)
(
δisδjr + δirδjs +
2ν
1− 2ν δ
ijδrs
)
εrs . (A.91)
Durch den Vergleich von (A.78) und (A.91) erha¨lt man die Lame´schen Konstanten
µ = E
2(1+ν)
, λ = Eν
(1+ν)(1−2ν)
fu¨r den dreidimensionalen und
µ = E
2(1+ν)
, λ = Eν
(1+ν)(1−ν)
fu¨r den zweidimensionalen Fall.
Anhang B
Dynamische Berechnungsverfahren
B.1 Lo¨sung im Frequenzbereich
B.1.1 Frequenzabha¨ngige Bewegungsgleichung
Fu¨r Schwingungsprobleme mit harmonischer Erregung lassen sich, sofern nur der ein-
geschwungene Zustand gesucht wird, Beanspruchungs- und Zustandsgro¨ßen mit den
Ansa¨tzen
P(x, t) = Pˆ(x)eiωt ,
u(x, t) = uˆ(x)eiωt ,
u˙(x, t) = iωuˆ(x)eiωt (B.1)
und
u¨(x, t) = (iω)2uˆ(x)eiωt
beschreiben, mit Pˆ(x) als Last-Amplitude und uˆ(x) als Verschiebungsamplitude. Werden
diese Gro¨ßen in (3.122) eingesetzt, nimmt die Bewegungsgleichung (3.122) die folgende
Form an:
(−ω2M+ iωC+K)︸ ︷︷ ︸ uˆ = Pˆ , (B.2)
[S(ω)] uˆ = Pˆ . (B.3)
Das so entstandene Gleichungssystem liefert sodann die Lo¨sung:
uˆ = [S(ω)]−1Pˆ . (B.4)
B.1.2 Diskrete Fouriertransformation
Wie bereits erwa¨hnt, ist es mo¨glich, auch Zeitantworten infolge transienter Beanspruchun-
gen durch Frequenzbereichsalgorithmen zu ermitteln. Aus den Frequenzbereichsergebnis-
sen kann dann durch Ru¨cktransformation der Zeitverlauf ermittelt werden. Zuna¨chst wird
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hier die Definitionsgleichung der analytischen Fouriertransformation angegeben. Gilt fu¨r
einen Zeitverlauf x(t < 0) = 0, so ist dieser auch als Funktion der Frequenz ω darstellbar:
F (x(t)) = X(iω) =
∫ ∞
0
x(t)eiωtdt . (B.5)
Die Vorschrift zur Ru¨cktransformation der kontinuierlichen Funktion X(iω) lautet:
F−1(X(iω)) = x(t) =
1
2pi
∫ ∞
−∞
X(iω)e−iωtdω . (B.6)
Da bei der numerischen Lo¨sung im Frequenzbereich die Gleichung nur fu¨r diskrete Fre-
quenzen gelo¨st werden kann, ist die Zeit- und Frequenzfunktion durch N diskrete Gro¨ßen
zu beschreiben:
xk = x(tk) k = 0, 1, 2, ...N tk = k
T
N
mit und
Xn = X(iω) n = 0, 1, 2, ...N ωn = n
2pi
T
(B.7)
Die diskrete Transformation ist nur fu¨r einen endlichen Betrachtungszeitraum T definiert.
Zeit- und Frequenzsignale lassen sich durch
xk =
1
T
N−1∑
n=0
Xne
(−i2pink)/N (B.8)
und
Xn =
T
N
N−1∑
k=0
xke
(−i2pink)/N (B.9)
ineinander u¨berfu¨hren.
Von wesentlicher Bedeutung fu¨r den durch die Fouriertransformation erzeugten Fehler
sind die Abtastintervalle der Zeit- und Frequenzachse. Diese ha¨ngen, wie aus (B.9) und
(B.8) deutlich wird, unmittelbar mit dem Betrachtungszeitraum T und der Anzahl der
Stu¨tzpunkte zusammen.
∆t =
T
N
⇒ ∆ω∆t = 2pi
N
. (B.10)
∆ω =
2pi
T
Ein zu großes Zeitintervall kann zu einer ungenauen Wiedergabe des Last-Zeit-Gesetzes
fu¨hren. Durch ein zu großes Frequenzintervall wird das Systemverhalten der Struktur
in den Resonanzbereichen schlecht beschrieben. Werden Zeit- und Frequenzschrittweite
reduziert, so erho¨ht sich mit der Zahl N auch der Rechenaufwand.
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B.2 Modalanalyse
B.2.1 Allgemeines
Die Lo¨sung des Gleichungssystems mit n Freiheitsgraden in (3.122) kann mit Hilfe der
modalen Informationen (Eigenfrequenzen und Eigenvektoren) in ein System von n ent-
koppelten Ein-Freiheitsgradschwingern u¨berfu¨hrt werden. Handelt es sich um ein stark
geda¨mpftes System, so ist auch eine Darstellung durch 2n Ein-Freiheitsgradschwingern
mo¨glich.
Um die Entkopplung der Bewegungsgleichungen vornehmen zu ko¨nnen, muss zuvor das
Eigenwertproblem formuliert und gelo¨st werden. Hierbei ist zwischen geda¨mpften und
ungeda¨mpften Problemstellungen zu unterscheiden.
B.2.2 Ungeda¨mpftes System
Der ungeda¨mpfte Fall ergibt sich, ausgehend von der homogenen Bewegungsdifferential-
gleichung, zu:
M u¨+K u = 0 (B.11)
und mit Hilfe des Ansatzes u = uˆeiωt wird daraus das Eigenwertproblem
(K− λjM)uˆ = 0 (B.12)
mit λj = ω
2
j und j = 1, 2, ..., n
aufgestellt. Da die triviale Lo¨sung uˆ 6= 0 unzula¨ssig ist, muss die Bedingung det(K −
λjM) = 0 sein. Dadurch lassen sich die Eigenwerte λj berechnen. Fu¨r jeden Eigenwert
(jeden Mode) λj wird der zugeho¨rige Eigenvektor
uˆj =

uˆ1
uˆ2
...
uˆn

j
(B.13)
berechnet. Die gesamte Eigenvektormatrix wird zu:
[Uˆ]n×n =


uˆ1
uˆ2
...
uˆn

1
,

uˆ1
uˆ2
...
uˆn

2
, . . . ,

uˆ1
uˆ2
...
uˆn

n
 . (B.14)
Orthogonalita¨tsbeziehung
Fu¨r den i-Mode folgt:
(K− ω2iM)uˆi = 0 ⇒ Kuˆi − ω2iMuˆi = 0 (B.15)
und fu¨r den j-Mode:
(K− ω2jM)uˆj = 0 ⇒ Kuˆj − ω2jMuˆj = 0 . (B.16)
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Multipliziert man (B.15) von links mit dem transponierten Eigenvektor uˆTj und
(B.16) mit uˆTi , ergibt sich:
uˆTj Kuˆi − ω2i uˆTj Muˆi = 0 , (B.17)
uˆTi Kuˆj − ω2j uˆTi Muˆj = 0 . (B.18)
Wird (B.18) umgestellt, folgt somit:
uˆTj K
T uˆi − ω2j uˆTj MT uˆi = 0 . (B.19)
Wegen der Symmetrie der Steifigkeits- und Massenmatrix gilt
MT =M und KT = K .
Daher kann (B.19) in folgende Form gebracht werden:
uˆTj Kuˆi − ω2j uˆTj Muˆi = 0. (B.20)
Subtrahiert man (B.17) von (B.20), dann ergibt sich
(ω2j − ω2i )uˆTj Muˆi = 0. (B.21)
Da die zwei Eigenfrequenzen ωj, ωi unterschiedlich sind, gilt die Bedingung
(ω2j − ω2i ) 6= 0 . (B.22)
Daraus folgt
uˆTj Muˆi = 0 und uˆ
T
j Kuˆi = 0 fu¨r i 6= j. (B.23)
Mit Hilfe der Eigenvektoren Uˆ und der Beziehung
uj =
n∑
i=1
(uˆj)iYi ⇒ {u}n×1 = [Uˆ]n×n{Y}n×1 (B.24)
und
{δu} = [Uˆ]{δY} (B.25)
wird das Prinzip der virtuellen Verschiebung angewendet:
δuT (Mu¨+Ku−P) = 0. (B.26)
Werden die modalen Freiheitsgrade eingesetzt, dann erha¨lt man
δYT (UˆTMUˆY¨ + UˆTKUˆY − UˆTP) = 0. (B.27)
Daraus folgt das modale Gleichungssystem
M˜Y¨ + K˜Y = P˜ (B.28)
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mit
M˜ = UˆTMUˆ =

m˜1 0 · · · 0
0 m˜2
...
...
. . . 0
0 · · · 0 m˜n
 , (B.29)
K˜ = UˆTKUˆ =

k˜1 0 · · · 0
0 k˜2
...
...
. . . 0
0 · · · 0 k˜n
 , (B.30)
P˜ = UˆTP =

p˜1
p˜2
...
p˜n
 . (B.31)
Somit wird das gekoppelte System mit n Bewegungsgleichungen in n entkoppelte Bewe-
gungsgleichungen transformiert. Das System ist jetzt in n entkoppelten Einfreiheitsgrad-
schwingern modelliert:
m˜iY¨i + k˜iYi = p˜i (B.32)
mit
m˜i : modale Masse fu¨r i-Mode ,
k˜i : modale Steifigkeit fu¨r i-Mode ,
p˜i : modale Last fu¨r i-Mode .
Jeder entkoppelte modale Ein-Freiheitsschwinger wird unabha¨ngig (analytisch, im Fre-
quenzbereich oder im Zeitbereich) analysiert und die Zustandsgro¨ßen werden durch das
Superpositionsprinzip ermittelt:
{u}n×1 = [Uˆ]n×n{Y}n×1. (B.33)
Freie Schwingungen infolge von Anfangsbedingungen
Bei der Berechnung der freien Schwingungen entfa¨llt zwar die rechte Seite von (B.32) (bei
p˜i = 0), aber die in den physikalischen Freiheitsgraden gegebenen Anfangsbedingungen
u(t = 0) = u0 , (B.34)
u˙(t = 0) = u˙0 (B.35)
mu¨ssen noch in die modalen Anfangsbedingungen
Y(t = 0) = Y0 , (B.36)
Y˙(t = 0) = Y˙0 (B.37)
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transformiert werden. Setzt man den modalen Ansatz (B.33) fu¨r den Zeitpunkt t = 0 ein,
erha¨lt man
{u(0)}n×1 = [Uˆ]n×n{Y(0)}n×1 ⇒ {Y(0)}n×1 = [Uˆ]−1n×n{u(0)}n×1 , (B.38)
{u˙(0)}n×1 = [Uˆ]n×n{Y˙(0)}n×1 ⇒ {Y˙(0)}n×1 = [Uˆ]−1n×n{u˙(0)}n×1 . (B.39)
Um die Berechnung der Inversen der Matrix [Uˆ]n×n zu vermeiden und die modalen An-
fangswerte fu¨r jeden Mode zu berechnen, kann man beide Seiten von (B.38) und (B.39)
mit UˆTi M multiplizieren:
UˆTMUˆY(0) = UˆTMu(0) ⇒ M˜Y(0) = UˆTMu(0) , (B.40)
UˆTMUˆY˙(0) = UˆTMu˙(0) ⇒ M˜Y˙(0) = UˆTMu˙(0) . (B.41)
Hieraus ergeben sich die modalen Anfangswerte
Y(0) =
UˆTMu(0)
M˜
, (B.42)
Y˙(0) =
UˆTMu˙(0)
M˜
. (B.43)
Die Anfangswerte fu¨r die einzelnen Eigenformen lauten [Gasch und Knothe 1989]:
Yi(0) =
uˆTi Mu(0)
m˜i
, (B.44)
Y˙i(0) =
uˆTi Mu˙(0)
m˜i
. (B.45)
B.2.3 Beru¨cksichtigung der Da¨mpfung
Zur Bestimmung der Da¨mpfungsmatrix C in der Bewegungsgleichung (3.122) gibt die
Rayleigh-Methode folgende Beziehung vor:
C = αmM+ αkK . (B.46)
Diese Methode setzt voraus, dass die Da¨mpfungsmatrix C sich direkt proportional zur
Massenmatrix M und Steifigkeitsmatrix K verha¨lt.
Fu¨r den Einmassenschwinger gilt:
c = ξckritisch = 2ξmωn (B.47)
mit
ωn =
√
k
m
, (B.48)
wobei ξ das Da¨mpfungsverha¨ltnis, ckritisch die kritische Da¨mpfung, m die Masse, und ωn
die Eigenfrequenz ist. Nach Rayleigh gilt fu¨r Einmassenschwinger folgende Beziehung:
c = αmm+ αkk = 2ξmωn . (B.49)
122 Anhang B: Dynamische Berechnungsverfahren
Bei der modalen Analyse wird das Gleichungssystem in N modale Einmassenschwinger
entkoppelt. Es werden fu¨r zwei unterschiedliche Eigenfrequenzen ωi, ωj, (ωi 6= ωj) zwei
Da¨mpfungsverha¨ltnisse ξi und ξj frei gewa¨hlt. Daraus folgt:
c˜i = αmm˜i + αkk˜i = 2ξim˜iωi , (B.50)
c˜j = αmm˜j + αkk˜j = 2ξim˜jωj (B.51)
mit
ωi =
√√√√ k˜i
m˜i
(B.52)
bzw.
αm + αkω
2
i = 2ξiωi , (B.53)
αm + αkω
2
j = 2ξjωj . (B.54)
Werden die zwei Gleichungen (B.53) und (B.54) nach αm und αk aufgelo¨st, erha¨lt man
αm = 2
ξj ωi − ξi ωj
ω2i − ω2j
ωiωj (B.55)
und
αk = 2
ξi ωi − ξj ωj
ω2i − ω2j
. (B.56)
Als Sonderfa¨lle ko¨nnen hier noch die steifigkeitsproportionale Da¨mpfung mit
αm = 0 ,
αk =
2ξi
ωi
(B.57)
und die massenproportionale Da¨mpfung mit
αm = 2ξiωi ,
αk = 0 (B.58)
genannt werden, fu¨r die nur noch die Angabe eines Da¨mpfungverha¨ltnisses beno¨tigt wird.
B.2.4 Geda¨mpftes System
Fu¨r nicht stark geda¨mpfte Systeme bestehen zwei Mo¨glichkeiten, um die entkoppelte
Da¨mpfungsmatrix C˜ zu formulieren: Die erste ist die diagonalisierte Da¨mpfungskoeffizient
c˜i:
c˜i = ξickrit.i = 2ξi m˜i ωi . (B.59)
Die zweite nach [Gasch und Knothe 1989] lautet:
c˜i = αmm˜i + αkk˜i . (B.60)
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Dadurch nimmt das modale Gleichungssystem folgende Form an:
M˜Y¨ + C˜Y˙ + K˜Y = P˜ (B.61)
mit
C˜ =

c˜1 0 · · · 0
0 c˜2
...
...
. . . 0
0 · · · 0 c˜n
 . (B.62)
M˜, K˜ und P˜ sind entsprechend dem ungeda¨mpften System definiert.
Fu¨r stark geda¨mpfte Systeme ist das System von n gekoppelten Differentialgleichungen
2. Ordnung in ein System von 2n Differentialgleichungen 1. Ordnung umzuformen [Gasch
und Knothe 1989]. Dies wird durch Summation der Bewegungsgleichung
Mu¨+Cu˙+Ku = P(t) (B.63)
und der Gleichung
Ku˙−Ku˙ = 0 (B.64)
erfu¨llt. Daraus erha¨lt man folgende Gleichung:[
C K
K 0
]{
u˙
u
}
+
[
M 0
0 −K
]{
u˙
u
}·
=
{
P(t)
0
}
(B.65)
oder abgeku¨rzt:
A r+B r˙ = F. (B.66)
Die symmetrische Besetzung der Matrizen (d.h. A = AT und B = BT ) bleibt auch beim
System 1. Ordnung erhalten. Setzt man in (B.65) P(t) = 0 und fu¨hrt den Ansatz
r = rˆ eiωt (B.67)
ein, erha¨lt man
(A+ λjB)rˆ = 0 mit λj = iωj (j = 1, 2, . . . , 2n) . (B.68)
Aus der Lo¨sung des Eigenwertproblems ergeben sich die im Allgemeinen komplexen Ei-
genwerte λj einschließlich der zugeho¨rigen komplexen Eigenvektoren rˆj zu:
rj =

rˆ1
rˆ2
...
rˆ2n

j
. (B.69)
Die gesamte Eigenvektormatrix lautet dann
[
Rˆ
]
2n×2n =


rˆ1
rˆ2
...
rˆ2n

1
,

rˆ1
rˆ2
...
rˆ2n

2
, · · · ,

rˆ1
rˆ2
...
rˆ2n

2n
 . (B.70)
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Die Orthogonalita¨tsbeziehung wird genau wie beim ungeda¨mpften System u¨berpru¨ft.
Mit Hilfe der Eigenformen Rˆ und der Beziehungen
ri =
2n∑
i=1
rˆiYi ⇒ {r}2n×1 =
[
Rˆ
]
2n×2n {Y}2n×1 (B.71)
und
{δr} =
[
Rˆ
]
{δY} (B.72)
wird das Prinzip der virtuellen Verschiebung angewendet:
δrT (Ar+Br˙− F) = 0 . (B.73)
Werden die modalen Freiheitsgrade eingesetzt, erha¨lt man
δYT (RˆTARˆY + RˆTBRˆY˙ − RˆTF) = 0 . (B.74)
Daraus folgt das modale Gleichungssystem:
A˜Y + B˜Y˙ = F˜ (B.75)
mit
A˜ = RˆTARˆ =

a˜1 0 · · · 0
0 a˜2
...
...
. . . 0
0 · · · 0 a˜2n
 , (B.76)
B˜ = RˆTBRˆ =

b˜1 0 · · · 0
0 b˜2
...
...
. . . 0
0 · · · 0 b˜2n
 , (B.77)
F˜ = RˆTF =

f˜1
f˜2
...
f˜2n

. (B.78)
Das gekoppelte System mit 2n Bewegungsgleichungen wird in 2n entkoppelte Bewe-
gungsgleichungen transformiert. Das originale System ist jetzt in 2n entkoppelten Ein-
Freiheitsgradschwingern modelliert:
b˜iY˙i + a˜iYi = f˜i . (B.79)
Jeder entkoppelte modale Ein-Freiheitsschwinger wird unabha¨ngig (analytisch, im Fre-
quenzbereich oder im Zeitbereich) analysiert und die Zustandsgro¨ßen werden durch das
Superpositionsprinzip gewonnen:
{r}2n×1 = [Rˆ]2n×2n{Y}2n×1 . (B.80)
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Freie Schwingungen infolge von Anfangsbedingungen
Analog (B.44) und (B.45) ergeben sich die Anfangswerte fu¨r die einzelnen Eigenformen
zu
Yi(0) =
rˆTi Ar(0)
a˜i
, (B.81)
Y˙i(0) =
rˆTi Ar˙(0)
a˜i
. (B.82)
B.3 Zeitintegrationsverfahren
B.3.1 Zentrales Differenzenverfahren
u ( t )
t
u 0
u - 1
∆ t ∆ t
u 1
- 1 - 1 / 2 0 1 / 2 1
Abbildung B.1: Zentral-Differenzen-Methode
Nach Abbildung B.1 lautet die Geschwindigkeit bei t = 0
u˙0 =
u1 − u−1
2∆t
, (B.83)
bei t = −1
2
u˙− 1
2
=
u0 − u−1
∆t
(B.84)
und bei t = 1
2
u˙ 1
2
=
u1 − u0
∆t
. (B.85)
Analog lautet die Beschleunigung bei t = 0
u¨0 =
u˙ 1
2
− u˙− 1
2
∆t
, (B.86)
daraus ergibt sich
u¨0 =
u1 − 2u0 + u−1
∆t2
. (B.87)
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Die Bewegungsgleichung bei t = 0 ergibt sich zu:
M u¨0 +C u˙0 +K u0 = P0(t). (B.88)
Setzt man (B.83) und (B.87) in (B.88) ein, erha¨lt man
M
(
u1 − 2u0 + u−1
∆t2
)
+C
(
u1 − u−1
2∆t
)
+K u0 = P0(t), (B.89)
daraus ergibt sich{
1
∆t2
M+
1
2∆t
C
}
u1 = P0(t)−
{
K− 2
∆t2
M
}
u0 −
{
1
∆t2
M− 1
2∆t
C
}
u−1 .(B.90)
Gleichung (B.90) la¨sst sich in folgender Form schreiben:
Keff u1 = Peff (B.91)
mit
Keff =
{
1
∆t2
M+
1
2∆t
C
}
(B.92)
und
Peff = P0(t)−
{
K− 2
∆t2
M
}
u0 −
{
1
∆t2
M− 1
2∆t
C
}
u−1 . (B.93)
Die Auflo¨sung der Gleichung (B.88) nach u¨0 mittels der Anfangswerte u0,u˙0 und P0 lautet
u¨0 =
P0 −C u˙0 −K u0
M
(B.94)
mit M > 0.
Aus Gleichungen (B.83) und (B.87) la¨sst sich die Auflo¨sung nach u−1 wie folgt schreiben:
u−1 =
1
2
∆t2u¨0 −∆t u˙0 + u0 . (B.95)
Damit kann Peff berechnet werden.
Die Lo¨sung mit Hilfe des zentralen Differenzenverfahrens ist bedingungsweise stabil bei
∆t ≤ ∆tcrit = T
pi
(B.96)
mit T als periodische Zeit bei einem Ein-Freiheitssystem oder als kleinste periodische Zeit
des Systems bei einem Mehr-Freiheitssystem.
B.3.2 Konstanter Mittelwert des Beschleunigungsverfahrens
Nach Abbildung B.2 ergibt sich die Geschwindigkeit u˙(τ) zu:
u˙(τ) = u˙0 +
∫ τ
0
u¨(τ ∗) dτ ∗ = u˙0 +
1
2
(u¨0 + u¨1) τ, (B.97)
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u ( t )
t
ü 0
∆ t
τ
ü ( τ ) = 1 / 2 ( ü 0 + ü 1 )
0
1
ü 1
Abbildung B.2: Konstanter Mittelwert der Beschleunigung
daraus ergibt sich die Geschwindigkeit bei t = 1 zu:
u˙1 = u˙0 +
1
2
(u¨0 + u¨1) ∆t. (B.98)
Analog ergibt sich die Verschiebung u(τ) zu:
u(τ) = u0 +
∫ τ
0
u˙(τ ∗) dτ ∗ = u0 + u˙0 τ +
1
4
(u¨0 + u¨1) τ
2, (B.99)
daraus ergibt sich die Verschiebung bei t = 1 zu:
u1 = u0 + u˙0 ∆t+
1
4
(u¨0 + u¨1) ∆t
2. (B.100)
Aus (B.98) folgt
u¨1 =
2
∆t
(u˙1 − u˙0)− u¨0 (B.101)
und aus (B.100) folgt
u¨1 =
4
∆t2
(u1 − u0 − u˙0 ∆t)− u¨0. (B.102)
Das Ausgleichen von (B.101) und (B.102) liefert
u˙1 =
2
∆t
(u1 − u0)− u˙0 . (B.103)
Setzt man (B.103) in (B.101) ein, folgt daraus
u¨1 =
4
∆t2
(u1 − u0)− 4
∆t
u˙0 − u¨0 . (B.104)
Das Einsetzen von (B.103) und (B.104) in die Bewegungsgleichung
M u¨1 +C u˙1 +K u1 = P1 (B.105)
bei t = 1 liefert:
Keffu1 = Peff (B.106)
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mit
Keff = K+
4
∆t2
M+
2
∆t
C (B.107)
und
Peff = P1 +
{
4
∆t2
M+
2
∆t
C
}
u0 +
{
4
∆t
M+C
}
u˙0 +M u¨0 . (B.108)
B.3.3 Lineares Beschleunigungsverfahren
u ( t )
t
ü 0
∆ t
τ
0
1
ü 1
Abbildung B.3: Lineare Beschleunigung
Nach Abbildung (B.3) lautet die Beschleunigung u¨(τ):
u¨(τ) = u¨0 +
u¨1 − u¨0
∆t
τ . (B.109)
Mittels Integration ergibt sich die Geschwindigkeit zu:
u˙1 = u˙0 +
1
2
∆t (u¨1 − u¨0) (B.110)
und die Verschiebung zu:
u1 = u0 + u˙0∆t+
1
6
(u¨1 − 2u¨0) ∆t2 . (B.111)
Daraus ergibt sich:
u˙1 =
3
∆t
(u1 − u0)− 2u˙0 − 1
2
∆t u¨0 , (B.112)
u¨1 =
6
∆t2
(u1 − u0)− 6
∆t
u˙0 − 2u¨0 . (B.113)
Nach dem linearen Beschleunigungsverfahren ergibt sich die Bewegungsgleichung zu:
Keffu1 = Peff (B.114)
mit
Keff = K+
6
∆t2
M+
3
∆t
C (B.115)
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und
Peff = P1+
{
6
∆t2
M+
3
∆t
C
}
u0+
{
6
∆t
M+ 2 C
}
u˙0+
{
2M+
∆t
2
C
}
u¨0(B.116)
mit
∆t ≤ ∆tcrit = T
√
3
pi
. (B.117)
B.3.4 Newmark-Verfahren
Das Newmark-Verfahren ist ein verallgemeinertes Beschleunigungsverfahren; es setzt vor-
aus:
u˙1 = u˙0 + {(1− α)u¨0 + αu¨1}∆t (B.118)
und
u1 = u0 + u˙0 ∆t+
{
(
1
2
− β)u¨0 + βu¨1
}
∆t (B.119)
mit α und β als beliebige Newmark-Parameter.
Nach dem Newmark-Verfahren lautet dann die Bewegungsgleichung:
Keffu1 = Peff (B.120)
mit
Keff = K+
1
(β ∆t)2
M+
α
(β ∆t)
C (B.121)
und
Peff = P1 +
{
1
(β ∆t)2
M+
α
(β ∆t)
C
}
u0
+
{
1
(β ∆t)
M+ (
α
β
− 1)C
}
u˙0
+
{
(
0, 5
β
− 1)M+
[
(
0, 5α
β
− 1)/∆t
]
C
}
u¨0 . (B.122)
Das Verfahren ist unbedingt stabil, wenn
α ≥ 0, 5 (B.123)
und
β ≥ 0, 25(0, 5 + α)2 (B.124)
sind.
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u ( t )
t
θ ∆ t
τ0 1  
∆ t
1
Abbildung B.4: Wilson-Θ Verfahren
B.3.5 Wilson-Θ Verfahren
Das Wilson-Θ Verfahren wird in vier Schritten ausgefu¨hrt:
1. Extrapolieren der Last bei Punkt 1´ (lineare Variation der Last ist vorausgesetzt):
P´1 = P0 +
P1 −P0
∆t
∆t´ = P0 +∆P θ . (B.125)
2. Berechnen der Verschiebung u´1 im Punkt 1´ mit Hilfe derKeff und Peff des linearen
Beschleunigungsverfahrens (Abschnitt B.3.3), aber mit ∆t´ anstatt ∆t:
´¨u1 =
4
∆t´2
(u´1 − u0)− 4
∆t´
u˙0 − u¨0 . (B.126)
3. Zuru¨ck-Interpolieren der Beschleunigung bei Punkt 1´ (lineare Variation der Be-
schleunigung ist vorausgesetzt):
u¨1 = u¨0 + (´¨u1 − u¨0)1
θ
=
6
θ3∆t3
(u´1 − u0)− 6
θ2∆t
u˙0 + (1− 3
θ
)u¨0 . (B.127)
4. Integrieren der Beschleunigung nach dem linearen Beschleunigungsverfahren
(AbschnittB.3.3), eine lineare Variation der Beschleunigung ist vorausgesetzt:
u˙1 = u˙0 +
1
2
∆t(u¨1 + u¨0) , (B.128)
u1 = u0 + u˙0∆t+
1
6
(u¨1 + 2u¨0)∆t
2 . (B.129)
Anhang C
Schalentragwerke
C.1 Allgemeines
Schalen sind gekru¨mmte Fla¨chentragwerke. Die Idealisierung eines dreidimensionalen
Ko¨rpers als Fla¨chentragwerk setzt voraus, dass die Tragwerksdicke klein im Vergleich
zu den anderen Querschnittsabmessungen ist [Basar und Kra¨tzig 1985].
Bei Fla¨chentragwerken ist es mo¨glich, Zustandsgro¨ßen des Kontinuums durch die Zu-
standsgro¨ßen der Mittelfla¨che zu beschreiben.
C.2 Kinematische Beziehungen
C.2.1 Ebene Verformungen
In Folge einer ebenen Verformung und gema¨ß Abbildung C.1 lauten die auf ein lokales
Koordinatensystem (xi) bezogenen Verschiebungen:
u =

u1
u2
0
 =
 1 0 00 1 0
0 0 0


u1
u2
u3
 . (C.1)
Die auf ein lokales Koordinatensystem bezogenen linearen Verzerrungen ε lassen sich u¨ber
die Verschiebungskomponenten des Kontinuums wie folgt beschreiben:
ε11 =
∂u1
∂x1
(C.2)
ε22 =
∂u2
∂x2
(C.3)
γ12 = 2ε12 =
∂u1
∂x2
+
∂u2
∂x1
. (C.4)
In Matrixschreibweise gilt:
ε = Dpu u
P (C.5)
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mit
ε =

ε11
ε22
2ε12
 , (C.6)
Dpu = D
p
k R
p =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0

 1 0 00 1 0
0 0 0
 =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0
 (C.7)
und
uP =

u1
u2
u3
 . (C.8)
C.2.2 Biegeverformungen
In Folge einer Biegeverformung und gema¨ß Abbildung C.1 lauten die auf ein lokales Ko-
ordinatensystem (xi) bezogenen Verschiebungen:
w =

x3 β2
−x3 β1
u3
 =
 0 0 x30 −x3 0
1 0 0


u3
β1
β2
 . (C.9)
Die auf das lokale Koordinatensystem bezogenen linearen Verzerrungen ε lassen sich u¨ber
die Verschiebungskomponenten des Kontinuums wie folgt beschreiben:
ε11 =
∂u1
∂x1
= x3
∂β2
∂x1
, (C.10)
ε22 =
∂u2
∂x2
= −x3 ∂β1
∂x2
, (C.11)
ε33 =
∂u3
∂x3
= 0 (Du¨nnehypothese) , (C.12)
γ12 = 2ε12 =
∂u1
∂x2
+
∂u2
∂x1
= x3
(
∂β2
∂x2
− ∂β1
∂x1
)
, (C.13)
γ23 = 2ε23 =
∂u2
∂x3
+
∂u3
∂x2
=
(
−β1 + ∂u3
∂x2
)
, (C.14)
γ31 = 2ε31 =
∂u2
∂x3
+
∂u3
∂x2
=
(
β2 +
∂u3
∂x1
)
. (C.15)
In Matrixschreibweise gilt:
ε = Dbu u
b (C.16)
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mit
ε =

ε11
ε22
2ε12
2ε23
2ε31

, (C.17)
Dbu = D
b
k R
b =

∂...
∂x1
0 0
0 ∂...
∂x2
0
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0
0 ∂...
∂x3
∂...
∂x2
∂...
∂x3
0 ∂...
∂x1

 0 0 x30 −x3 0
1 0 0

=

0 0 x3
∂...
∂x1
0 −x3 ∂...∂x2 0
0 −x3 ∂...∂x1 x3 ∂...∂x2
∂...
∂x2
−1 0
∂...
∂x1
0 1
 (C.18)
und
ub =

u3
β1
β2
 . (C.19)
C.2.3 Schalenverformung
i 1 i 2
i 3 r
r *
*r P
r
P *
P
x 3
x 2
x 1
*P
x 1
x 3
x 2
β
u n v e r f o r m t e  G e o m e t r i e
v e r f o r m t e  G e o m e t r i e
z 1
z 2
z 3
*u  =  u + w
u
x 3  βw  =
a 1
a 3
a 2
a 1
a 3
a 2
a 3
β
2
β
1
u 2
u 1
u 3
Abbildung C.1: Darstellung des Deformationszustands
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Durch Summation der Gleichungen (C.1) und (C.9) ergibt sich die gesamte Verschiebung
einer Schale zu
u+w =

u1 + x3 β2
u2 − x3 β1
u3
 =
 1 0 0 0 x30 1 0 −x3 0
0 0 1 0 0


u1
u2
u3
β1
β2

= R u . (C.20)
Die auf das lokale Koordinatensystem bezogenen linearen Verzerrungen ε lassen sich u¨ber
die Verschiebungskomponenten des Kontinuums wie folgt beschreiben:
ε = Du u (C.21)
mit
εT = {ε11 ε22 ε33 (2ε12) (2ε23) (2ε31) } , (C.22)
Du = D
p
u +D
b
u =

∂...
∂x1
0 0 0 x3
∂...
∂x1
0 ∂...
∂x2
0 −x3 ∂...∂x2 0
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0 −x3 ∂...∂x1 x3 ∂...∂x2
0 0 ∂...
∂x2
−1 0
0 0 ∂...
∂x1
0 1
 (C.23)
und
uT = {u1 u2 u3 β1 β2} . (C.24)
Damit u¨ber die Schalendicke t integriert werden kann, wird Du wie folgt unterteilt:
Du = Dα + x3 Dβ +Dγ (C.25)
mit
Dα =

∂...
∂x1
0 0 0 0
0 ∂...
∂x2
0 0 0
∂...
∂x2
∂...
∂x1
0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
 , (C.26)
Dβ =

0 0 0 0 ∂...
∂x1
0 0 0 − ∂...
∂x2
0
0 0 0 − ∂...
∂x1
∂...
∂x2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
 (C.27)
und
Dγ =

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 ∂...
∂x2
−1 0
0 0 ∂...
∂x1
0 1
 . (C.28)
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C.3 Konstitutive Gleichungen, Werkstoffgesetz
Als Werkstoffgesetz fu¨r ein ebenes Fla¨chentragwerk wird das verallgemeinerte Hooksche
Gesetz fu¨r den ebenen Spannungszustand zu Grunde gelegt:
σ11 =
E
1− ν2 (ε11 + ν ε22) ,
σ22 =
E
1− ν2 (ε22 + ν ε11) ,
σ12 =
E
2(1 + ν)
(2ε12) =
E
1− ν2
1− ν
2
(2ε12) , (C.29)
σ23 =
E
2(1 + ν)
(2ε23) =
E
1− ν2
1− ν
2
(2ε23) ,
σ31 =
E
2(1 + ν)
(2ε31) =
E
1− ν2
1− ν
2
(2ε31).
In Matrixschreibweise lassen sich die Spannungen wie folgt schreiben:
σ = De ε (C.30)
mit
σT = {σ11 σ22 σ12 σ23 σ13} , (C.31)
De =
E
1− ν2

1 ν 0 0 0
ν 1 0 0 0
0 0 1−ν
2
0 0
0 0 0 1−ν
2
0
0 0 0 0 1−ν
2
 , (C.32)
und ε wie in (C.22) mit ε33 = 0.
Fu¨r ein gekru¨mmtes Fla¨chentragwerk nimmt die konstitutive Gleichung unter Beru¨cksich-
tigung des Elastizita¨tsmoduls nach Abschnitt A.5 folgende Form an:
σαβ =
E
2(1 + ν)
(
aαγaβρ + aαρaβγ +
2ν
1− ν a
αβaργ
)
εργ (C.33)
mit aαβ als Metriktensor der Schalenmittelfla¨che (α , β , γ und ρ = 1, 2).
Im Werkstoffgesetz ist zu beru¨cksichtigen, dass die Spannungen senkrecht zur Schalen-
mittelfla¨che identisch Null sind.
Ebenso wie die Weggro¨ßen sind auch die Schnittgro¨ßen auf die Schalenmittelfla¨che bezo-
gen und lassen sich durch Integration u¨ber die Querschnittsdicke t aus den Spannungen
ermitteln:
n =
∫ t
2
− t
2
σα dx3 =
∫ t
2
− t
2
De Dα u dx3 = t De Dα u , (C.34)
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m =
∫ t
2
− t
2
σβ x3 dx3 =
∫ t
2
− t
2
De Dβ u x
2
3 dx3 =
t3
12
De Dβ u , (C.35)
q =
∫ t
2
− t
2
σγ dx3 =
∫ t
2
− t
2
De Dγ u dx3 = t De Dγ u (C.36)
mit
nT =
{
n11 n22 n12
}
, (C.37)
mT =
{
m11 m22 m12
}
, (C.38)
qT =
{
q23 q13
}
, (C.39)
und
σα = De Dα u , (C.40)
σβ = De x3 Dβ u , (C.41)
σγ = De Dγ u . (C.42)
Dα, Dβ, Dγ, De und u entsprechen den Gleichungen (C.26), (C.27), (C.28), (C.32)
und (C.24).
C.4 Elementmatrizen der Schale
Durch die Anwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit nach Kapitel 4 la¨sst sich die
innere Arbeit folgendermaßen formulieren:
δAi = −
∫
Ω
δεT σ dΩ = −
∫
A
∫ t
2
− t
2
δεT σ dx3 dA . (C.43)
Mit Hilfe der Beziehungen (C.21) und (C.30) lassen sich Dehnungen und Spannungen
durch die Weggro¨ßen der Schalenmittelfla¨che ausdru¨cken:
δAi = −
∫
A
∫ t
2
− t
2
δuT DTu De Du u dx3 dA . (C.44)
Die Integration u¨ber die Schalendicke t erfolgt durch Trennung in von x3 abha¨ngigen und
unabha¨ngigen Anteilen. Die Schubanteile sind zusa¨tzlich mit dem Schubfaktor κ = 5
6
zu
multiplizieren, der den nichtlinearen Verlauf der Schubspannungen erfasst. Wie in Kapitel
4 erfolgt die Diskretisierung der FE-Gleichungen mit Hilfe der Formfunktion Φ:
u = Φ v und δv = Φ δv. (C.45)
Wird das Integral der inneren Arbeit in einem der finiten Elemente ausgewertet, so fu¨hrt
dieses auf die Elementsteifigkeitsmatrix
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Ke =
∫
Ae
∫ t
2
− t
2
ΦT (DTα De Dα +D
T
β x3 De x3 Dβ +D
T
γ De Dγ) Φ dx3 dAe
=
∫
Ae
ΦT (DTα t De Dα +D
T
β
t3
12
De Dβ +D
T
γ ts De Dγ) Φ dAe (C.46)
mit ts =
5
6
t
und auf die Massenmatrix
Me =
∫
Ae
∫ t
2
− t
2
ΦT RT ρ R Φ dx3 dAe
= ρ
∫
Ae
ΦT T Φ dAe, (C.47)
mit
T =
∫ t
2
− t
2
RT R dx3 =

t 0 0 0 0
0 t 0 0 0
0 0 t 0 0
0 0 0 t
3
12
0
0 0 0 0 t
3
12
 . (C.48)
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C.5.1 Beton
Zur Konstruktion einer Mehrschichtenkinematik, mit der beliebige Laminate mit unter-
schiedlichen Materialeigenschaften berechenbar sind, wird das unverformte Schalenkonti-
nuum zuna¨chst in Richtung der Dickenkoordinate x3 in N Subschichten unterteilt (Ab-
bildung C.2). Die Integration u¨ber die Schalendicke wird wie folgt durchgefu¨hrt:
∫ t
2
− t
2
dx3 =
N∑
L=1
∫ − t
N
(N
2
−L)
− t
N
(N
2
−L+1)
dx3
=
N∑
L=1
[x]
− t
N
(N
2
−L)
− t
N
(N
2
−L+1)
=
N∑
L=1
t
N
(C.49)
sowie
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∫ t
2
− t
2
x23 dx3 =
N∑
L=1
∫ − t
N
(N
2
−L)
− t
N
(N
2
−L+1)
x23 dx3
=
N∑
L=1
[
1
3
x33
]− t
N
(N
2
−L)
− t
N
(N
2
−L+1)
=
N∑
L=1
t3
N3
[(
N
2
− L
)2
+
(
N
2
− L
)
+
1
3
]
. (C.50)
Dabei ist N die Subschichtenanzahl und L die Subschichtennummer.
i 3
2i
1i
z
3
z
2
z
1
r 0
x 2
x 1
x 3
a
1
a 3
a 2
P
B e w e h r u n g s -
l a g e n  x 2
B e w e h r u n g s -
l a g e n  x 1
S c h a l e n m i t t e l f l ä c h e
B e t o n s c h i c h t e n
Abbildung C.2: Mehrschichtiges Schalenkontinuum
C.5.2 Stahl
Die Bewehrungssta¨be werden in einer
”
verschmierten“ Bewehrungsschicht modelliert, die
einachsige Werkstoffeigenschaften besitzt. Der Abstand dieser Schicht mit der Dicke ∆ts
betra¨gt zur Schalenmittelfla¨che ts. Die Integration jeder Bewehrungsschicht wird wie folgt
durchgefu¨hrt:∫ ±(ts+∆ts)
±(ts)
dx3 = [x3]
±(ts+∆ts)
±(ts) (C.51)
und ∫ ±(ts+∆ts)
±(ts)
x23dx3 =
[
1
3
x33
]±(ts+∆ts)
±(ts)
. (C.52)
Der Elastizita¨tstensor der Bewehrungssta¨be (Bewehrungsschicht), der sich um den Winkel
φ zur lokalen x1 − Achse dreht (Abbildung C.3), wird wie folgt bestimmt:
Eαβρλ =
∂xα
∂x¯1
∂xβ
∂x¯1
∂xρ
∂x¯1
∂xλ
∂x¯1
E (C.53)
mit
∂xα
∂x¯1
= cos(x¯1, xα) (C.54)
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x 2
x 1
φ
x 1
Abbildung C.3: Koordinatensystem der Bewehrung
C.5.3 Rissbildung
x 2
x 2
x 1
x 1
α
Abbildung C.4: Koordinatensystem eines gerissenen Elements
Um den gescha¨digten Steifigkeitsanteil der gerissenen Schicht zu beru¨cksichtigen, werden
die Hauptspannungsachsen bestimmt (Abbildung C.4). Der gescha¨digte Elastizita¨tstensor
la¨sst sich wie folgt berechnen [Nilson und Chairman 1982]:
Eαβρλ =
∂xα
∂x¯γ
∂xβ
∂x¯ε
∂xρ
∂x¯ι
∂xλ
∂x¯κ
E¯γεικ (C.55)
mit
E¯ =
 0 0 00 E 0
0 0 βµ
 0 ≤ β ≤ 1 , (C.56)
und
∂xα
∂x¯γ
= cos(x¯γ, xα). (C.57)
Analog gilt:
ε¯γε =
∂x¯γ
∂xα
∂x¯ε
∂xβ
εαβ bzw. σ¯γε =
∂x¯γ
∂xα
∂x¯ε
∂xβ
σαβ. (C.58)
Der Schubmodul βµ wurde hier eingefu¨hrt, um nicht nur die numerischen Schwierigkeiten
zu vermeiden, sondern auch um die Reibung an einem offenen Riss zu simulieren.
Anhang D
Ausgewa¨hlte
Infinite-Elemente-Formulierungen
D.1 1D infinites Element: Statische Berechnung
In [El-Esnawy et al. 1995] wurde ein eindimensionales infinites Element entwickelt. Dieses
besteht aus einem Knoten am U¨bergang zwischen dem Nah- und Fernbereich und erweitert
sich zur Unendlichkeit in der lokalen Richtung ξ. Der Elementknoten hat die globale
Koordinate x1 und die lokale Koordinate ξ1 = −1 (Abbildung D.1 b und c). x0 und ξ0
sind die globalen und lokalen Koordinaten des Abklingknotens des Elements, mit x0 < x1.
Fu¨r dieses infinite Element muss die globale Koordinate des Abklingknotens x0 explizit
angegeben werden.
( b )
( c )
x
r
∞
x 0 x 1
0 1 ∞
ξ 0  =   3 ξ 1  =   1
0 1
a  
∞
∞
∞
∞
∞
a  
r
0
1
F E I F E
( a )
Abbildung D.1: 1-dimensionales infinites Element : (a) FE-IFE-Diskretisierung; (b) globale
Koordinaten; (c) lokale Koordinaten
Die Koordinate x wird durch
x = Ωˆ0(ξ)x0 + Ωˆ1(ξ)x1 (D.1)
bestimmt, wobei Ωˆ0 and Ωˆ1 lineare Geometrie-Formfunktion sind.
Mit
Ωˆ0(ξ) =
−1
2
(1 + ξ) und Ωˆ1(ξ) =
1
2
(3 + ξ) (D.2)
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wird die Bedingung
Ωˆ0(ξ) + Ωˆ1(ξ) = 1 (D.3)
erfu¨llt. Durch diese Bedingung wird die Geometrie-Formfunktion von den globalen Ko-
ordinaten des Abklingknotens unabha¨ngig. Gleichung (D.1) la¨sst sich in folgender Form
schreiben:
x = Ω¯1(ξ)x1 (D.4)
mit
Ω¯1 = Ωˆ1(ξ) + Ωˆ0(ξ)
(
x0
x1
)
=
1
2
[
(3 + ξ)− (1 + ξ)
(
x0
x1
)]
. (D.5)
Das Auflo¨sen der Gleichung (D.1) nach ξ ergibt
ξ =
2(x− x0)
a
− 3 = 2r
a
− 3, (D.6)
wobei r der globale Abstand zwischen dem Abklingknoten x0 und einem beliebigen Punkt
innerhalb des infiniten Elementes und a der Abstand zwischen dem Elementknoten und
dem Abklingknoten ist, d.h. a = x1 − x0.
Das Umstellen der Gleichung (D.6) ergibt den Ausdruck
r =
a(3 + ξ)
2
. (D.7)
Mittels Gleichung (D.7) wird der Abstand r vom globalen Koordinatensystem auf das
lokale Koordinatensystem transformiert.
Die Verschiebungs-Formfunktion in globalen Koordinaten wird nach [El-Esnawy et al.
1995] wie folgt gegeben:
φ¯1 =
(
a
r
)α
(D.8)
oder
φ¯1 =
(
2
3 + ξ
)α
(D.9)
in lokalen Koordinaten.
Hierbei stellt φ¯1 eine Interpolationsformfunktion dar, die den Wert Eins an der Stelle
ξ = −1 (d.h. bei r1 = a) und Null im Unendlichen hat.
Hierin kann α ein positiver beliebiger Wert sein. Er kennzeichnet das Abklingverhalten
in den unendlichen Halbraum und kann durch eine parametrische Berechnung bestimmt
werden.
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D.2 Frequenzabha¨ngiges infinites Element
D.2.1 Infinites Element mit 1-Wellenkomponente
D.2.1.1 Geometrie- und Formfunktion
In der Literatur [Yang et al. 1996] wurde ein 2-dimensionales infinites Element entwickelt
(Abbildung D.2), das die folgenden Geometriefunktionen
Ω1 =
−1
2
(ξ − 1)(η − 1)η ,
Ω2 = (ξ − 1)(η − 1)(η + 1) ,
Ω3 =
−1
2
(ξ − 1)(η + 1)η , (D.10)
Ω4 =
1
2
ξ(η + 1) ,
Ω5 =
−1
2
ξ(η − 1)
und die folgenden Formfunktionen
φ1 =
1
2
η(η − 1)P (ξ) ,
φ2 = −(η − 1)(η + 1)P (ξ) , (D.11)
φ3 =
1
2
η(η + 1)P (ξ)
besitzt. Hierin ist P (ξ) die Ausbreitungsfunktion, die in lokalen Koordinaten wie folgt
beschrieben wird:
P (ξ) = e−αLξe−ikLξ (D.12)
mit α als abnehmendem Faktor der Amplitude und k = ω/c als Wellenzahl. Die Wellenzahl
k steht fu¨r
k = ks = ω/cs als Schubwelle (S-Welle),
k = kp = ω/cp als Druckwelle (P-Welle) und
k = kr = ω/cr als Rayleighwelle (R-Welle)
mit ω als Kreisfrequenz und cs, cp und cR als Schub-, Druck- und Rayleighwellenge-
schwindigkeit. Allgemein gilt fu¨r die Wellengeschwindigkeiten der Druckwelle und der
Schubwelle:
cp =
√
1− ν
(1 + ν)(1− 2ν)
√
E
ρ
, (D.13)
cs =
√
G
ρ
(D.14)
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η
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( 0 , 1 )
( 0 , 0 )
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( 1 , 1 )
( 1 , - 1 )
5
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∞
∞
∞
Abbildung D.2: Zwei-dimensionales infinites Element: (a) globale Koordinaten; (b) lokale Ko-
ordinaten [Yang et al. 1996]
mit E als Elastizita¨tsmodul, G als Schubmodul, ν als Querkontraktionszahl und ρ als
Dichte.
Der Term e−αLξ in Gleichung (D.12) beschreibt die Amplitudenabnahme der Welle und
der Term e−ikLξ beschreibt die Phasenhemmung aufgrund der Wellenausbreitung. Real
gilt die Ausbreitungsfunktion nur in globalen Koordinaten:
P (x) = e−αxeikx. (D.15)
Aus Abbildung D.3 erha¨lt man ξ = x/L mit L wie in Abschnitt D.2.1.4. Dadurch nimmt
Gleichung (D.12) folgende Form an:
P (x) = e−αLx/Le−ikLx/L. (D.16)
Durch den Vergleich von Gleichung (D.15) mit Gleichung (D.16) ist zu erkennen, dass die
Parameter αL und kL sich wie folgt bestimmen lassen:
αL = αL, (D.17)
kL = kL . (D.18)
unter Beru¨cksichtigung der hysteretischen Da¨mpfung gilt der Elastizita¨tsmodul:
E
∗
= E(1 + i2β), (D.19)
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wobei β das hysteretische Da¨mpfungsverha¨ltnis darstellt. Dadurch wird:
G∗ = G(1 + i2β) (D.20)
und
c∗ = c
√
1 + i2β. (D.21)
( a )
ξ
a
 
( b )
b
ξ = 0 ξ = 1
1
a
 
b
L
∞
∞
x
x = 0 x = L
Abbildung D.3: 1-dimensionale Abbildung des 2-dimensionalen infiniten Elements: (a) globale
Koordinaten; (b) lokale Koordinaten [Yang et al. 1996]
D.2.1.2 Bewegungsgleichung im Frequenzbereich
Analog zur Finite-Element-Methode lautet die ungeda¨mpfte Bewegungsgleichung fu¨r ein
infinites Element infolge einer partikula¨ren Anregungsfrequenz ω:
−ω2Mu+Ku = F (D.22)
oder
[S(ω)]u = F . (D.23)
Hierin ist u der Verschiebungsvektor, F der Amplitudenvektor der Erregungslast, K die
Steifigkeitsmatrix, M die Massenmatrix und [S(ω)] = −ω2M +K die dynamische Stei-
figkeitsmatrix (Impedanzfunktion). Fu¨r ein 2-dimensionales Element e gilt:
[M]e =
∫ +1
−1
∫ ∞
0
[Φ]Te [Φ]e t dξdη , (D.24)
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[K]e =
∫ +1
−1
∫ ∞
0
[B]Te [D]e[B]etdξdη (D.25)
mit t als Elementdicke und D als Werkstoffmatrix.
D.2.1.3 Auswahl der Wellenzahl
Es ist nicht mo¨glich, eine Wellenzahl auszuwa¨hlen, die fu¨r alle Wellentypen im infiniten
Elementbereich gu¨ltig ist. Daher wird die Wellenzahl fu¨r den im infiniten Elementbe-
reich dominierenden Wellentyp ausgewa¨hlt. Fu¨r eine Vertikallast wird die Wellenzahl k
entsprechend Abbildung D.4 ausgewa¨hlt.
                                   
( R - W e l l e )
 I I I I
 I I I
( P - W e l l e )
N a h b e r e i c h
1  e i ω t
I I
( S - W e l l e )
Abbildung D.4: Auswahl der Wellenzahl
D.2.1.4 Anforderungen an das Finite-Elemente-Netz
L
RR
R
1  e i ω t
Abbildung D.5: Finite-Elemente-Netz [Yang et al. 1996]
Einige numerische Beispiele mit einer Belastung aus einer Linienlast wurden in [Yang
et al. 1996] durchgefu¨hrt, um die Auswirkungen der Abmessungen des Halbraums (R)
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und des finiten Elements (L) festzustellen (Abbildung D.5). Die Beispiele zeigen, dass
in Abha¨ngigkeit der Schubwellenla¨nge λs = 2pics/ω bei R = 0.5λs → 1.5λs die Lo¨sung
konvergiert, und dass L ≤ λs/12 im Abstand 0.5λs von der Lasteinleitung gewa¨hlt werden
sollte, wenn ihre Nachbarschaft untersucht werden soll, sonst gilt L ≤ λs/6.
D.2.2 Infinites Element mit 2-Wellenkomponente
Um die Ausbreitung der P- und S-Welle innerhalb eines infiniten Elements zu erfassen,
wurde in [Zhang et al. 1999] ein 2-dimensionales infinites Element entwickelt, das die P-
und S-Welle bzw. kp und ks beru¨cksichtigt. Wie in Abbildung D.6 dargestellt, besteht
das Element aus vier Knoten. Die Abbildungsfunktion mit den Beziehungen zwischen den
lokalen Koordinaten t, r und den Einheitskoordinaten η, ξ lautet:
t =
1
2
(1 + η)t1 +
1
2
(1− η)t2 , (D.26)
r = r1 +
1
2
(1 + ξ)λs + (m− 1)λs fu¨r m = 1, 2, 3, .....,∞ (D.27)
wobei λs die Schubwellenla¨nge und m die Zahl der integrierten Wellenla¨ngen ist.
η
ξ
1
2 3
4
λ
s
∞
∞
1
4
2
3
r
t
0
0 '
r 1
r 1
r 2
r
θ
λ s
( x , y )
( x , y )
y
x
∞
Abbildung D.6: Zweidimensionale Abbildungsbeziehung [Zhang et al. 1999]
P o l e
ξr 1
r 2
λ s
r 1
O ( 1 ) ( 2 )
 1 0 + 1
r
Abbildung D.7: Eindimensionale Abbildungsbeziehung [Zhang et al. 1999]
Mit Hilfe der Gleichung (D.27) und Abbildung D.7 werden die lokalen Koordinaten r nach
den Einheitskoordinaten ξ abgebildet. Setzt man m = 1, so erha¨lt man r = r1 bei ξ = −1
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und r = r1+ λs bei ξ = 1; fu¨r m = 2 erha¨lt man r = r1+ λs bei ξ = −1 und r = r1+2λs
bei ξ = 1, d.h. fu¨r m =∞ erha¨lt man r =∞. Es wird deutlich, dass man keine unendliche
Integrationsform braucht, weil die numerische Integration mit festen Gauß-Koordinaten
u¨ber einer Wellenla¨nge ausgefu¨hrt wird und sich bis m Inkremente wiederholt.
Die globalen Koordinaten x und y ergeben sich zu:
x = x¯+ (r − r1) cos θ , (D.28)
y = y¯ + (r − r1) sin θ (D.29)
mit
x¯ =
1
2
(1 + η)x1 +
1
2
(1− η)x2 , (D.30)
y¯ =
1
2
(1 + η)y1 +
1
2
(1− η)y2 , (D.31)
dabei sind x1, y1 und x2, y2 die Koordinaten der Knoten 1 und 2. Ersetzt man (r − r1)
durch Gleichung (D.27), erha¨lt man aus (D.28) und (D.29)
x = [
1
2
(1 + η)x1 +
1
2
(1− η)x2] + [1
2
(1 + ξ)λs + (m− 1)λs] cos θ , (D.32)
y = [
1
2
(1 + η)y1 +
1
2
(1− η)y2] + [1
2
(1 + ξ)λs + (m− 1)λs] sin θ. (D.33)
Die Verschiebung in der unendlichen Richtung la¨sst sich in der folgenden Form schreiben:
U =
1√
r
(aue
−ikpr + bue−iksr) =
2∑
i=1
φ¯i(r)Ui (D.34)
mit kp, ks als Wellenzahl der P- und S-Welle. Darin sind au, bu Koeffizienten und φ¯i stellt
die Formfunktion in unendlicher Richtung dar.
Aus Gleichung (D.34) und den isoparametrischen Randbedingungen der Knoten des Ele-
ments in unendlicher Richtung la¨sst sich φ¯i wie folgt herleiten:
φ¯1(r) =
√
r1√
r∆
(e−iksr2e−ikpr − e−ikpr2e−iksr) , (D.35)
φ¯2(r) =
√
r2√
r∆
(−e−iksr1e−ikpr + e−ikpr1e−iksr) . (D.36)
Hierin ist ∆ die Determinante
∆ =
∣∣∣∣∣ e−ikpr1 e−iksr1e−ikpr2 e−iksr2
∣∣∣∣∣ (D.37)
Abbildung D.8 erkla¨rt den Verlauf der unendlichen Formfunktionen φ¯1 und φ¯2.
Wie bereits erwa¨hnt ist die Elementformfunktion das Produkt aus Formfunktion der fini-
ten Richtung mit der Formfunktion der infiniten Richtung und somit:
φ1 =
1
2
(1 + η)φ¯1(r),
φ2 =
1
2
(1− η)φ¯1(r),
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φ3 =
1
2
(1− η)φ¯2(r),
φ4 =
1
2
(1 + η)φ¯2(r). (D.38)
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Abbildung D.8: Unendliche Formfunktion [Zhang et al. 1999]
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